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29. a) Die homogene lineare Differentialgleichung
(DO) y///_3y//+y/_3y:()

dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom

YA = NP =3N+A-3=A=-3)-A+(\-3)
= A=3)(N+1) = A=3)A=)(A+1)
mit der einfachen reellen Nullstelle \; = 3 sowie den beiden einfachen

konjugiert-komplexen Nullstellen A\g3 = +7 mit dem Realteil p = 0 und
dem Imaginérteil +0 mit o = 1; damit bilden die drei Funktionen

01 : R =R, o1(z) =M™ =3,
w2 : R =R, pa(x) = e?% cos(ox) = cosz,
v3: R =R, p3(x) = e?Tsin(ox) = sinz,

ein Fundamentalsystem von (Dy), und die Gesamtheit der Funktionen
o=ciprt+caprtesps:R—= R, ox)=c > +cy cosx + cs sin,

mit ¢, ¢, c3 € R die allgemeine Losung von (Dy). Dabei sind beispielsweise
@2 und @3 periodische Losungen von (D), wihrend etwa die Losung ¢
nicht periodisch ist.

b) Die inhomogene lineare Differentialgleichung
(D) " =3y +y —3y=17e"
dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt die rechte Seite
b:R—= R, b(x)=17¢",

von der Form b(x) = p(x) e** mit der konstanten Funktion p(z) = 17 sowie
a = 4. Da nun a keine Nullstelle von y ist, wahlen wir fiir die partikuldre
Losung ¢, von (D) den Ansatz

wp(x) = q(z) et = et



mit der ebenfalls konstanten Funktion ¢(z) = r. Wegen
o (x) =4re, on(x) =167e* und ¢)(z) =64re™

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(64r 643“") -3 (167’ e4m) + (47“ 641) -3 (7“ 64’6) =17¢€%,

also
17re'® =17e%,

fiir alle x € R gilt; damit ergibt sich 177 = 17 und damit r = 1. Damit ist
op  R= R, @, (x)=e",

eine spezielle Losung sowie die Gesamtheit der Funktionen

p=crp1+caprt+czps+ o, R—=R,

©o(z) = 1€ + ¢y cosx + c3 sinx + 7,
mit ¢, ¢z, c3 € R die allgemeine Losung von (D). Wegen
¢ (2) =3¢, ¥ — ¢y sina + c3 cosx + 4e”

fiir alle x € R ergibt sich

0(0) =0 <= c1e” +cy cos0+c3sin0+ e’ =0 <
= c1t+c+1=0 < 02:—(C1+1)

und

©'(0)=0 <= 3c1e’ —cysin0+c3cos0+4e =0 —
<~— 3+c3+4=0 <— 63:—(301+4)

stellt die Gesamtheit der Funktionen
0:R—=R, ¢@)=ce*—(c;+1)cosa— (3¢, +4)sinz + ',
mit ¢; € R die allgemeine Losung des gestellten Anfangswertproblems dar.
30. Gegeben ist die inhomogene lineare Differentialgleichung
(D) ' =5y +6y=122>-262+15

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten; wir betrachten zudem die zu-
gehorige homogene lineare Differentialgleichung

(Do) Y =5y +6y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.



a)

Es besitzt (Dg) das charakteristische Polynom
XA) =X =5A+6=(A—2)(\A—23)

mit den beiden einfachen reellen Nullstellen A\; = 2 sowie \y = 3; damit
bilden die beiden Funktionen i, @2 : R — R mit

=€ und @o(z) = ™" =¥
ein Fundamentalsystem von (Dg). Ferner besitzt (D) die rechte Seite

b:R—R, bx)=122>— 26z + 15,

der Form b(x) = p(x) e*® mit der Polynomfunktion p(z) = 12 2% — 26 x + 15
vom Grade m = 2 und a = 0. Da a keine Nullstelle von y ist, wiahlen wir
fir die partikuldre Losung ¢, von (D) den Ansatz

op(@) = a(a) = rat + 53+t
mit einer Polynomfunktion ¢(z) = rz? + sx +t vom Grade m = 2. Wegen
e () =2rz+s und  @(z)=2r

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn

2r —52rz+s)+6(ra®*+sz+t) =122> — 262 + 15,
also

672>+ (=107 +6s)z+ (2r —5s5+61) = 122° — 262 + 15,

fiir alle x € R gilt; durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

6r=12, —10r+6s=-26 und 2r—5s+6t=15,
alsor =2, s = —1 und t = 1, und folglich

0  R=R, p,(r) =22 -2 +1.
Damit ist die Gesamtheit der Funktionen
p=ci o142+, RoR, o(x) =1 +ce® +22° —x+1,

mit ¢1, co € R die allgemeine Losung von (D).

Fiir die in a) ermittelte Losungsfunktion ¢ : R — R mit
o) =cre® +cpe® +227 —x+1

gilt
P(r)=2c1e* +3cpe* +4x—1



fiir alle x € R, und wir bestimmen die noch freien Konstanten ¢y, ¢y € R,
so dafl ¢ die gestellten Anfangsbedingungen erfiillt. Wegen

0(0)=0 <= 1"+ +2-0°-0+1=0 < c;+cr=—1
und
P0)=0 <= 2c1°+3c2e°+4-0-1=0 <= 2c;+3c,=1
ergibt sich ¢; = —4 und ¢y = 3, und wir erhalten die Losungsfunktion
e R=R, ¢(r)=—4e*+3e¥ 422> — 2+ 1.
31. Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ +y —6y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom
XA =X+ A =6=(A—-2)(A+3)

mit den beiden einfachen Nullstellen \; = 2 sowie Ay = —3; damit bilden die
beiden Funktionen ¢y, o : R — R mit

A1z 2

=e* und @o(z) =M =7

p1(r) =e =e
ein Fundamentalsystem von (Dy). Die rechte Seite
b:R—R, b(x)=-cosz,

ist von der Form b(z) = p(z) e*® cos(kx) mit der Polynomfunktion p(z) = 1 vom
Grade m = 0 sowie a = 0 und & = 1. Da a + ki = i keine Nullstelle von y ist,
wéhlen wir fiir die partikuldre Losung ¢, von

(D) y'+1y —6y=cosx

den Ansatz
op(x) = q1(x) cosx + ga(x) sinx

mit Polynomfunktionen ¢;(z) = r und go(z) = s vom Grade m = 0. Wegen
¢ (x) = —rsinz + scosx und ¢)(z) = —rcosz — ssinzx
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(—rcosx — ssinz) 4+ (—rsinz + scosz) — 6 (rcosx + ssinz) = cosz,

also
(=7r+s)cosxz+ (—r —7s)sinx = cosz,



32.

_7
50

coszT + % sin z. Damit ist die Gesamtheit

fiir alle € R gilt; damit ergibt sich —=7r+s=1und —r—7s =0, also r =

und s = &, und folglich ¢,(z) = — %

der Funktionen

3z 7 1 :
— ——COSZ + —-sInzx,

p=crpr+caps+ oy R R, 90(37)201€2x+026_ 50 50
mit ¢, ¢y € R die allgemeine Losung von (D).

Die partikuldre Losung ¢, ist (als Linearkombination von Sinus und Cosinus)
beschréankt. Damit ist die Losung ¢ wegen

lim p1(z) =00 und lim @po(x) =0

T—r00 T—r00

genau dann auf R* beschrinkt, wenn ¢; = 0 gilt, und wegen

lim ¢1(z) =0 und lim @y(x) =00

T—r—00 T—r—00

genau dann auf R~ beschrankt, wenn c; = 0 gilt. Insgesamt ist ¢ genau dann
eine in R beschrankte Funktion, wenn ¢; = c; = 0 gilt, also fiir ¢ = ¢,,.

In Abhéngigkeit von einem Parameter a € R ist das lineare Anfangswertproblem
y' —2ay + a’y = 2™ mit y(0)=0 und %(0)=0
zu betrachten, und dabei diejenigen a € R zu bestimmen, fiir die die Losung die

zusétzliche Bedingung y(1) = 1 erfiillt.

Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ —2ay +a’y =0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

XA =X —2aX+a® = (\—a)?
mit der doppelten Nullstelle A = a; damit bilden die beiden Funktionen

ax

p1: R= R, ¢i(z) = e, und P2 : R = R, @o(z) = ze,

ein Fundamentalsystem von (Dy). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung
(D) y”—2ay’+a2y:2e‘m

besitzt die rechte Seite
b:R—R, blx)=2e"",

der Form b(z) = p(z) e*® mit der Polynomfunktion p(z) = 2 vom Grade m = 0
und der Nullstelle a von x der Ordnung o = 2. Fiir die partikuldre Losung ¢,

von (D) wéhlen wir den Ansatz

op(z) = q(x) €™ = (ra® + sz +t)



mit einer Polynomfunktion ¢(z) = rz* + sz + t vom Grade m + « = 2; nachdem
e und xe* die homogene Gleichung (Dy) 16sen, kénnen wir s = ¢t = 0 wéhlen.
Wegen

@,(x) =2rz- e + ra’-ae" = (2rx +raz’®) e™

und
on(x) = (2r + 2rax) - e* + (2rz + raz®) - ae" = (2r + drax + ra*z?) e™
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
(27’ + drax + ra2x2) e —2a (27“1' + raa:z) e + a? (r:vQG“I) = 2e%,

also

2rae®® = 2e%*,

fiir alle x € R gilt; damit ergibt sich r = 1 und folglich ¢,(z) = z%e**. Damit ist
die Gesamtheit der Funktionen

p=apm+capt+e,  R=>R, flz)= (cl+ch+x2)e‘”,

mit ¢1, ¢o € R die allgemeine Losung von (D); dabei ist

¢'(x) = (2 +22) - € + (c1 + cax + 2%) - ae™ =
= ((c2 + ac1) + (2 + acs) © + az®) e

fiir alle x € R. Unter Beriicksichtigung der gegebenen Anfangswerte ergibt sich
0(0)=0 < ¢,- =0 < ¢, =0

und damit
@' (0)=0 < cy+ac-e"=0 = co =0,
C1

insgesamt also
0:R—=R, ox)=1%e".

Diese Losung des gestellten Anfangswertproblems erfiillt nun wegen
p()=1 <= 17-¢"=1 = e"=1 <= a=0

genau dann die zusétzliche Bedingung y(1) = 1, wenn a = 0 gilt; in diesem Fall
ergibt sich als Losungsfunktion

o:R—=R, ox)=2>



