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9. Bei der Definitionsmenge
D={(z,y) eR’ |2 +y*<1lundz >0, y >0}

handelt es sich um den im abgeschlossenen 1. Quadranten liegenden Teil der
Einheitskreisscheibe; damit ist eine D abgeschlossene und beschréankte, mithin
kompakte Teilmenge des R?. Folglich besitzt die (als Komposition des Sinus und
einer Polynomfunktion) insbesondere stetige Funktion

f:D =R, flz,y) =sin(zy),
nach dem Satz von Weierstrafl globale Extremstellen, so dafl

e sowohl die Menge M; der globalen Maxima von f, also aller (a,b) € D mit
f(z,y) < fla,b) fir alle (z,y) € D,

e als auch die Menge M der globalen Minima von f, also aller (a,b) € D mit
fla,b) < f(z,y) fir alle (z,y) € D,

nicht leer ist. Zur Bestimmung der globalen Extremstellen (a, b), also der Mengen
My und M, treffen wir die folgende Fallunterscheidung;:

Y




e Der Punkt (a,b) liegt auf dem Rand 9D von D:
— fiir die Punkte der unteren Strecke gilt (¢,0) mit ¢ € [0; 1] und damit

f(t,0) =sin(t-0) =sin0 = 0.
— fiir die Punkte der linken Strecke gilt (0,¢) mit ¢ € [0; 1] und damit
f(0,t) =sin(0-¢) =sin0 = 0.

— fiir die Punkte (z,y) auf dem Viertelkreisbogen betrachten wir die Po-

larkoordinaten z = cos ¢ und y = sin ¢ mit ¢ € [O E} und erhalten

72%);

f(z,y) = sin(xy) = sin (cos ¢ - sin ) = sin ( 5

die differenzierbare Hilfsfunktion

h: [0; g] =R, h(p) =sin (%) ’

kann Extrema nur in den Randpunkten 0 und 7 des Definitionsintervalls
[O; g] und in den Nullstellen der Ableitung A" annehmen, wegen

1o (222) e oo

fiir cos(2¢) = 0, also fiir 2¢p = 7 bzw. ¢ = 7. Damit ergeben sich als
Kandidaten fiir globale Extremstellen

* fiir ¢ = 0 den Punkt (1,0) mit f(1,0) =0,

* fiir ¢ = § den Punkt (0, 1) mit f(0,1) = 0 und

* fiir ¢ = 7 den Punkt (\%,\%) mit f <\/L§,\/i§> = sin%.

e Der Punkt (a,b) liegt im Innern D von D; da f (als Komposition des Sinus
und einer Polynomfunktion) insbesondere partiell differenzierbar ist mit

Ouf(w,y) =cos(zy)-y  und  O,f(x,y) = cos(zy) -«

fir alle (z,y) € lo), muf} dann (a,b) eine kritische Stelle von f sein, es mufl
also grad f(a,b) = (0,0) gelten. Wegen 0 < a < 1 und 0 < b < 1 ist auch
0 < ab < 1 und damit, da der Cosinus auf [0; 1] streng monoton fillt, aber

Oy f(a,b) = cos(ab)- b >0 bzw. 09,f(a,b) =cos(ab)-_a > 0.
>cos1>0 >0 >cos1>0 >0

Damit nimmt die Funktion f



e im Punkt (%, \%) ihr globales Maximum sin% an, es ist also

REE)

e in den Punkten (¢,0) und (0,¢) mit ¢ € [0; 1] ihr globales Minimum 0 an, es
ist also
My ={(t,0) |t €[0;1] } U {(0,¢) |t €[0;1] }.

10. Die Definitionsmenge
D= {(z,y) eR*|2” +y*> <4} CR?

ist die abgeschlossene Kreisscheibe um den Mittelpunkt (0,0) mit dem Radius
2; insbesondere ist D eine kompakte Teilmenge von R?. Damit besitzt die (als
Polynomfunktion insbesondere) stetige Funktion

f:D =R, f(z,y)=day — 2’y — zy°,

nach dem Satz von Weierstral mindestens ein globales Minimum und mindestens
ein globales Maximum, es gibt also (a,b) und (¢,d) € D mit

fla,b) < f(x,y) < flec,d)

fir alle (z,y) € D; fiir die Lage dieser Extremstellen (p,q) € D gibt es die
folgenden beiden Moglichkeiten:

e (p,q) liegt auf dem Rand von D, also auf der Kreislinie 22 +1? = 4 um (0, 0)
mit Radius 2, womit sich allerdings
fp,q) =4pg—p’a—pi®=pq (4— (P +¢*)) =0
=4
ergibt.

e (p,q) liegt im Innern von D; also in der offenen Kreisscheibe x? + y? < 4;
da aber f partiell differenzierbar mit

O f(z,y) =4y — 32’y —y* =y (4 — 32° — ¢*)

und
Oof (z,y) = 4w — 2® — 3> =2 (4 e 3y2)

fir alle (z,y) € D ist, muB (p,q) dann eine kritische Stelle von f sein, so
dafl wegen

Of(p,q) =0 <= q¢=0 oder 3p*+q¢*>=4

und
Oof(p,q) =0 <= p=0 oder p*+3¢°=4

die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:



— Esist ¢ =0 und p =0, also (p,q) = (0,0).

— Es ist ¢ = 0 und p* + 3¢®> = 4, woraus sich p* = 4 und damit p = 42
ergibt; die Punkte (p,q) = (£2,0) liegen allerdings auf dem Rand und
damit nicht im Innern von D.

— Es ist 3p? + ¢* = 4 und p = 0, woraus sich ¢> = 4 und damit ¢ = 42
ergibt; die Punkte (p,q) = (0,%2) liegen allerdings auf dem Rand und
damit nicht im Innern von D.

— Es ist 3p? + ¢> = 4 und p? + 3¢*> = 4, woraus sich p? = 1 und ¢ = 1
und damit p = £1 und ¢ = £1, also fiir (p, ¢) die Punkte (1,1), (1, —1),
(—=1,1) und (—1, —1) ergibt.

Der Vergleich der Funktionswerte

(p.q) | €0D|(0,0)] (1,1) ] (1,=1) | (=1,1) | (=1,—-1)
fo,9f 0O ] 0 | 2 | -2 | -2 [ 2

zeigt, daBl die Funktion f in Punkten (1,1) und (-1, —1) ihr Maximum 2 sowie
in den Punkten (1, —1) und (—1,1) ihr Minimum —2 annimmt.

11. a) Die gegebene Funktion
FIR R, f(ry) = (24 y)- e,

ist als Produkt einer linearen Funktion und einer Exponentialfunktion par-
tiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt

Ouf(z,y) =1 €™+ (x+y) (" y) = (L+ay+y’)e™”
sowie

Oyf(z,y)=1-€Y+(x+y) (" )= (1+zy+a?) e’
Fiir einen kritischen Punkt (x,y) € R? miifite

Ouf(wy) =0  und  9,f(zy) =0,
wegen e > ( also
l+zy+y*=0 und l+zy+a®=0,
gelten, woraus
Yy =—(1+zy) =22 also y=ux oder y= —ux,

und damit fiir y = 2 in 1 + 222 = 0 sowie fiir y = —z in 1 = 0 jeweils ein
Widerspruch entsteht. Folglich kann f keine kritischen Punkte besitzen.



b) Die abgeschlossene Kreisscheibe
K ={(z,y) e R* | 2* +¢* < 2}

mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius /2 ist kompakt, so da8 die
(als Produkt stetiger Funktionen) stetige Funktion f nach dem Satz von
Weierstral auf K an mindestens einer Stelle p das globale Minimum f(p)
und an mindestens einer Stelle ¢ das globale Maximum f(¢) annimmt. Da
f geméafB a) partiell differenzierbar ohne kritische Punkte ist, liegen diese
Extremstellen auf dem Rand von K, also auf der Kreislinie

OK = {(z,y) e R* | 2* + y* = 2}

mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius v/2. Wir betrachten fiir den
Punkt (z,7) € 0K die Darstellung z = v2cos¢ und y = v/2sinp mit
¢ € [0, 27] in Polarkoordinaten und erhalten

flz,y)=(zr+y)- ¥ = (\/§cos<p + \/§sincp) . e(V2cos0)(V2sin )
= \/§(coscp + sin ) - e2eosesine,

als Extremstellen der differenzierbaren Hilfsfunktion
h: [0, 271'] — ]R, h(gp) = \/§(COSQO + sin 90) 3 GQCosapsincp’

kommen neben den beiden Randpunkten 0 und 27 von [0, 27] nur die Null-
stellen der Ableitung

h/(QO) _ \/5(_ SiHQD—{—COSgO) 20054psin<p+
V2 (cos p + sin ) - (e2°°s‘psm¢ 2( —singpsingp—i—cosgpcosgp))
= V2(cosp —sinp) - g2eosPsine. (1+2(cos g+ siny) )

>0

>1

also ¢ € [0, 27] mit cos ¢ = sinp, und damit ¢ = 7 und ¢ = = in Frage, so
daB sich die globalen Extrema von f unter den Punkten

(v/2,0) sowie (1,1) und (—1,-1)
~—— ~—— ~——
fiir ¢ =0 und ¢ = 27 fir p=7 fiir 4‘9:%’

finden. Die Wertetabelle

) | (v2.0) | (1) | (=1,-1)

zeigt, dal f in p = (—1,—1) das globale Minimum f(p) = —2e sowie in
g = (1,1) das globale Maximum f(q) = 2 e annimmt.



12.

a)

Die gegebene Funktion
f:R—=R,  f(r)= e + 12,

ist als Summe und Komposition der Exponentialfunktion und quadratischer
Funktionen stetig und (beliebig oft) differenzierbar, und fiir alle r € R gilt

Fry=e" (=2r)+2r=2r (1 —6_T2> .

Fiir alle 7 # 0 ist 72 > 0, also —r? < 0, und unter Verwendung des Monoto-
nieverhaltens der Exponentialfunktion damit
e <l =1 bzw. l—e > 0,

woraus sich

>0, firr>0
fir)=2r- (1_e—r2){ L
| <0, firr<0,

>0

ergibt; damit ist die stetige Funktion f auf |—oo; 0] streng monoton fallend
und auf [0; 400 streng monoton wachsend, besitzt also genau eine globale
Extremstelle, namlich ein globales Minimum in » = 0 mit f(0) = 1.

Die gegebene Funktion
g RS R, glz,y) =" 42244

ist als Summe und Komposition der Exponentialfunktion und quadratischer
Funktionen beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R?
gilt

Opg(x,y) = e Y (—2x)+2x=2x (1 — e_x2_y2)

und
0y9(x,y) = e =V (—2y) + 2y =2y (1 _ 6—902—112)
sowie
0z059(x,y) = 2 (1 _ e—xz—zﬂ) . (_e_ma_yz ‘ (_2x>>
= 2 (1 - 5362792) +4ge Y
entsprechend

0y0,9(x,y) = 2 (1 — 679527?12) +2y (—67‘”2*92 (=2 y)>
= 92 (1 _ e—xz_yQ) I 4y2 6_12_y27

und unter Verwendung des Satzes von Schwarz

2

0,0y9(z,y) = 0,0,9(x,y) =2 (—e_”ﬂ—y2 (=2 y)) = 4a:ye_”“"2_y )



Fiir einen kritischen Punkt (z,y) € R? von g gilt
Ox9(z,y) =0 und Oyg(z,y) =0;
wegen

l—e™ V=0 = eV =1 = 22— 2=0 <
— ’+y*=0 < (z=0 und y=0)

ergibt sich

Org(x,y) =0 <= 2:1:(1—@‘5”2‘?’2) =0 —
<— (:UzO oder 1—e’x2*y2:0) <~ =0

und entsprechend

Oyg(z,y) =0 <= 2y<1—e_m2_y2> =0 <
— (y:O oder 1—e ¥ = ) — y=0.

Damit besitzt g genau einen kritischen Punkt, ndmlich (0,0), und es gilt

~ (9,0,9(0,0) 9,0,9(0,0)\ _ (0 0
Hessg(o’o)_(ayﬁxg(O,O) 9y0,9(0,0)) — \0 0/~

Als globale Extremstelle der partiell differenzierbaren und auf ganz R? de-
finierten Funktion g kommt nur ihr kritischer Punkt (0,0) mit

9(0,0) =" 02+ 02 =¢" =1

in Frage. Fiir einen Punkt (x,y) € R? betrachten wir seine Polarkoordinaten
z =7 cospund y =r sing mit r € Ry und ¢ € [0,27] und erhalten

2?2 +y* = (r cos ap)z + (r sin gp)Q =72 (COS2 @ + sin? gp) =72

und damit

glz,y) = @) 4 (22 1 y?) = e 402 = f(r) > f(0) = 1 = g(0,0);

a)

folglich besitzt g in (0,0) ein globales Minimum.



