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Ubungen zur Vorlesung
~Mathematik im Querschnitt
— Lo6sungsvorschlag —

Die Funktion
f:R* >R, f(z1,20) = 21772,

ist partiell differenzierbar mit

81f(x1, Z'Q) = e*“

und
Oa f (21, 02) = a1 (6_“ . (—1)) = -z
fiir alle x = (21, 79) € R%

Die Funktion
g:R* 5 R, g(x1, 1) = sin(x; + 25) - cos(x; — x),

ist partiell differenzierbar mit

Og(x1,z2) = cos(wy + x2) - cos(zy — x2) + sin(zy + x2) - (—sin(x; — x2))
= cos(zy + xg) - cos(x] — xg) — sin(zy + x2) - sin(x; — )
= cos((x; + x2) + (1 — x2))
= cos(2x;)
und
Oag(x1,m9) = cos(xq + x2) - cos(xy — x2) +

+sin(zy + x3) - (—sin(zy — x2) - (—1))
= cos(xy + x2) - cos(xy — xa) + sin(z1 + 2) - sin(z; — x3)
cos ((x1 + z2) — (21 — x2))

= cos (2x9)

fiir alle © = (z1,22) € R
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ist partiell differenzierbar mit

a1h(I1,1’2) = <§
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und

fiir alle x = (21, 79) € R%

d) Die Funktion
kiR =R, k(zy,20) = (27 +1) 7 = e~m2In(et+1)

b

ist partiell differenzierbar mit
01]€($1,I2) = —X9 (ZB% + 1)*x271 X (2:171) _ —25U1$2 (ZB% + 1)79@271

(iiber die Ableitung als Potenzfunktion) oder

1
Ok — 7:22111(1'%4’1) | (9 _
1k(21,20) = € T (224)
_ f:trgln(gc%Jrl) ) 2x110 (241 —a2 22129
c 3+ 1 (71 +1) 3+ 1
und

Ook(z1,m9) = (23 +1) P In (27 +1) - (-1) = — (27 +1) " -In (2] + 1)

(iiber die Ableitung als Exponentialfunktion) oder

Dok(w1, 12) = e () L (Z1n (22 4 1))

T+ =—(27+1) 7 In(x

—xo 1n<27?+1) -In (ff1 % + 1) .

=—e

Fiir alle (z,y) # (0,0) gilt
_ Isin (2 + ¢%)|
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damit gilt
lim, (@) = £(0,0),

(z,y)—(0,0
weswegen [ im Punkt (0,0) stetig ist.

Wir betrachten den Differenzenquotienten der Funktion f im Punkt (0,0)
in x—-Richtung

sin( h3403
10— 0,0) D 0 i
h N h - R3

fiir h # 0 und bestimmen seinen Grenzwert fiir h — 0 mit Hilfe der Regel
von de I’'Hospital. Wegen
(cos h?®) - (3 h?)
3 h?

=cosh® — cos0=1
h—0

existiert auch der Grenzwert

9, £(0.0) = lim f(h,0) — f(0,0) _ . sin h? Lu (cosh?) - (3h?)

h—0 h, h—0 h3 ﬂg“ h—0 3h2

= 1.

Aus Symmetriegriinden ergibt sich entsprechend

0y £(0,0) = lim f(0,h) — £(0,0)

= 1.
h—0 h

Damit ist die Funktion f im Punkt (0,0) partiell differenzierbar ist mit
grad f(0,0) = (0,f(0,0), 9,f(0,0)) = (1,1).
Die Einheitskreisscheibe
D={(z,y) €R* |2 +y* < 1}

ist eine sowohl abgeschlossene als auch beschrinkte und damit kompakte
Teilmenge von R?; dariiber hinaus ist die Funktion

f:D_>R7 f(x,y)zx?’—Sny,

als Polynomfunktion insbesondere stetig. Nach dem Satz von Weierstrafl be-
sitzt damit die stetige Funktion f auf der kompakten Menge D eine globale
Minimalstelle (p1,¢1) € D und eine globale Maximalstelle (ps,¢2) € D, fir

alle (z,y) € D gilt also f(p1,q1) < f(z,y) < f(p2,q).

Die Polynomfunktion f ist insbesondere partiell differenzierbar, und fiir alle
(xz,y) € D gilt

o f(z,y) =32° — 3¢? und O f(x,y) = —6xy.

Damit kommen fiir globale Extremstellen (a,b) € D nur die beiden folgenden
Félle in Frage:



e Der Punkt (a,b) liegt auf dem Rand 9D von D; wir betrachten fir
die Punkte der Einheitskreislinie 0D die Darstellung (cos,sin ) in
Polarkoordinaten mit ¢ € [0, 27] und erhalten

f(cos @, sinp) = cos® o —3 cosp sin®¢ =4 cos® p — 3 cos .
~——

=1—cos? ¢
Die differenzierbare Hilfsfunktion
h:[0,27] =R, h(p)=4cos®p —3 cosy,

kann ihre Extremwerte in den Randpunkten ¢ = 0 und ¢ = 27 ihres
Definitionsintervalls oder in den Nullstellen ihrer Ableitung

() =4 (3 o~ (~sing)) — 3 (~sin) = —12sines (eos” o~ 1),

also fiir sin ¢ = 0 oder cos ¢ = j:% annehmen; damit kommen fiir ¢ nur
die Werte 0, %, %’r, T, %“, %’r und 27, also fiir (a,b) die Punkte (£1,0)
sowie (%,i%\/g) und (—%,i%\/g) in Frage.

e Der Punkt (a,b) liegt im Innern D von D; dann ist aber (a,b) ein
kritischer Punkt von f, es gilt also grad f(a,b) = (0,0). Aus 0 f(a,b) =
3a? — 3b% = 0 folgt zunichst a?> = b%, also a = +b, woraus sich mit
s f(a,b) = —6ab = 0 dann F6b* = 0, also b = 0 und a = 0, ergibt; hier
ist damit (a,b) = (0,0).

Mit Hilfe der Wertetabelle

(a,0) | (1,0) [ (=1,0) | (5, £3v3) | (~4,4v3) | (0,0)
flab)| 1| -1 | -1 | 1 | 0

erkennt man, dafl f in (—1,0) sowie (%, j:%\/g) globale Minimalstellen sowie
in (1,0) sowie (—%, i%\/g) globale Maximalstellen besitzt.

Fiir alle (z,y) € R? mit (z,y) # (0,0) gilt

o 2l - Iyl
Fe,y) — £(0,0)] = ]— —o] _ Jelll
B 1+ 1y
2] ..
=———y|<l|y| — 0 fir (x,y)— (0,0);
2+
<1

damit gilt insbesondere

lim, (@) = £(0,0),

(2,y)—(0,0

weswegen f stetig in (0,0) ist.

Wir betrachten zuerst die partielle Differenzierbarkeit von f in z—Richtung
und treffen hierfiir die folgende Fallunterscheidung:



e Die Betragsfunktion h : R — R, h(t) = |¢|, ist fiir alle ¢ # 0 differenzier-
bar mit A/(t) = sign(¢). Damit existiert die partielle Ableitung 0, f(z, )
zumindest in allen Punkten (z,y) € R? mit z # 0 mit

_ (=l +1yl) -y — zy - sign(x) _
Ouf(w,y) = (2] + [y1)? -
_laly+lyly—l=ly _  yly

(I +[y])? (I + ly)*

e In den Punkten (z,y) € R? mit z = 0 gilt fiir alle h # 0

f(0+h7y)_f(07y)

1 hy Y
flhy)=—- = ,
h |kl + 1yl [h]+ [yl

1
h h
so daf sich

h—0 h
(1 y oy
im = =
=0 |h|+y  O0+y

1, fiir y > 0,

hlg%)|h|+y hli%o 0, iry =0,
i Y Yy
1m

— - 1
(=0 |h|—y 00—y

, fliry <0,

zusammenfassend also

0. f(0,y) = sign(y)

ergibt.

Damit ist f in z—Richtung partiell differenzierbar mit

lyly )
—==— fiir x #0,
Opf(z,y) = (=] + [y1)?
sign(y), fiir x = 0;

aus Symmetriegriinden ist dann f auch in y—Richtung partiell differenzierbar
mit

- fir 0
o () = L Qe+l Y70

sign(x), fir y = 0.

Insgesamt ist f partiell differenzierbar mit

grad f(z,y) = (0. f(z,y), 0,f(z,y))

fiir alle (z,y) € R2.



c) Wir betrachten das Verhalten der partiellen Ableitung 0, f der Funktion f
in z—Richtung auf der y—Achse z = 0 und erhalten fiir alle ¢ > 0

0. f(0,t) = sign(t) = 1

und damit

damit ist 0, f an der Stelle (0,0) unstetig. Folglich ist f in (0,0) auch nicht
stetig partiell differenzierbar.



