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49. Die ebene Quadrik
Q1 = {(5) € R? | 5:1:2—1—4xy+2y2—1:0}
besitzt die Gleichung
. 5 2
(x y) CA - (x) =1 mit A= (2 2) € R?*2,

Wegen

=(N=TA+10) —4=X-TA+6=(A—1)(A—6)

‘5_A 2 ’:(5—)\)(2—)\)—4:

fiir alle A € R besitzt A; die beiden Eigenwerte A; = 1 und Ay = 6; wegen

4 2 2 1 ) —1
Al—)\lE:<2 1)W(O 0) ist vl—(2)

ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert \; = 1, und wegen

-1 2 1 =2 . 2
Al—)\zE:(Q —4)W<O O) ist vg—(l)

ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert Ao = 6. Mit der orthogonalen Matrix

U1 (%) 1 -1 2
J S € 0y(R
: (nmn ||v2||) \/3(2 1) 2(R)

und der Diagonalmatrix

D, = diag (A1, \y) = (é g) € R?*?

ergibt sich PlT AP, = Dy, so daf§ die Variablentransformation (Z) =P - (w)

(« y)~A1-(z):1

die gegebene Gleichung



in die Gleichung

(w z)-PlTAlPl-(Z)>:1 bow.  (w z)-Dl-(zj>:1,

also

w? 22

1-w?+6-22=1 bzw. F—i_ﬁ:l
()

iiberfiihrt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse mit
den Hauptachsenabschnitten 1 und \/Lé dar. Die ebene Quadrik

QF{(Z) eR2y3x2+6xy+11y2—2:0}

besitzt die Gleichung

x . 3 3
(x y) - Ay - (y) =2 mit Ay = <3 11) e R?*2,

Wegen

3 — 3
det(Ag—uE):‘ 3M ll_M’:(B—,u)(ll—,u)—Q:

= (P —1p+33) —9=p" —Mp+24=(p—2)(n—12)
fiir alle 4 € R besitzt Ay die beiden Figenwerte puy = 2 und pe = 12; wegen

1 3 1 3 . -3
v (-4 = ()

ein Eigenvektor von Ay zum Eigenwert p; = 2, und wegen

-9 3 3 —1 . 1
o= (3 )4 7) = e ()

ein Eigenvektor von Ay zum Eigenwert ps = 12. Mit der orthogonalen Matrix

w1 Wao 1 -3 1
Py = , = c Oy(R
? (||w1|| ||w2||) \/_10(1 3) 2(R)

und der Diagonalmatrix

. 2 0
D2 = dlag (Ml’/v@) = (0 12) S R2X2

ergibt sich P2T Ay Py = Dy, so dafl die Variablentransformation (Z) =Py (w)

(« y)~A2-(z>:2

die gegebene Gleichung



50.

in die Gleichung

(w 2)-PJ AP, - (Z’) —2  bzw.  (w z)-Dy- (f) —2,

also

w? 22

2-w+12-2°=2  baw. S +-—5=1
1 1
V6

tiberfiihrt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse mit
den Hauptachsenabschnitten 1 und \/Lé dar.

Da nun die beiden Quadriken @ und Qs dieselbe euklidische (metrische) Nor-
malform

besitzen, sind sie euklidisch (metrisch) dquivalent; dabei wird die Ellipse E in eu-
klidischer (metrischer) Normalform nach obiger Rechnung durch die orthogonale

Abbildung
. 2 2 w T . ) w
fiR SR, (Z) - (y) _ A (z)

auf die Ellipse )7 sowie durch die orthogonale Abbildung

oo () ()= ()

auf die Ellipse (05 abgebildet; folglich bildet aber die orthogonale Abbildung

— foo fl.R2 2 LY _p p-1 (7T
f=fofi R SR, f<y> PP <y)

mit

1 (=3 1\ 1 (-1 2
-1 . pT .
o=k \/E<1 3) 5(2 1>

die Ellipse ) auf die Ellipse ()5 ab.

a) Wir bestimmen die affinen Normalformen der beiden Quadriken

Q1 : 32+ 2xy+2y° =1,
Qy : 32°4+2xy+3y°=1



mit Hilfe quadratischer Ergéinzung. Wegen

2
324 2xy+2y =1 <— 3<x2+§xy) +2y° =1 <=

2 2
= 3<x2+2-m-%+<%> )—3(%) +2y° =1 <

— 3<x+%>2+§y2:1 — (\/§m+%)2+ <%y>2:1

erhalt man mit der Variablentransformation

1 1
2 0 By y 0 ¥
die affine Normalform w? + 2% = 1; damit ist Q; eine Ellipse. Wegen

322+ 2z 2 = 2 2 2 =
y+3y" =1 << 3(2°+ -2y | +3y" =1 <

3
2. Y (V) gl (Y)Y 2 _
<:>3<x +2x3+(3>) 3(3) +3y" =1 <=
5 2
Y\? | 8 Y V8
~— 3 = -y =1 «— 3 = - =1
(x+3> +3y (\/_:JH—\/g) —l—(\/gy

erhalt man mit der Variablentransformation

V3z o= V3 %

(-8 ) ) e e ((
die affine Normalform w? + z? = 1; damit ist Q, eine Ellipse. Insbesondere
sind ()7 und @) zum Einheitskreis K und damit zueinander affin dquivalent.

Gemif a) bildet zunéchst die Affinitét

fiiRE SR f (z”):Al'(z”),

die Ellipse )1 auf den Einheitskreis K ab, und die Affinitat

f22R2—>R2, fg(qj):Agl(lj>7

bildet dann den Einheitskreis K auf die Ellipse ()2 ab.

Insgesamt ist dann die Hintereinanderausfithrung

f=fr0fi R* =R f(g)ZAzl'Al'Cj)»



ol.

eine Affinitét (sogar eine bijektive lineare Abbildung), die die Ellipse ¢); auf
die Ellipse ()5 abbildet; dabei ist

1\ ! 1
A—I.A:\/gﬁ .\/§7§:
2 ! 0 V8 0 V5
V3 V3
1 —
- ) (0 ) - ()
VB0 V3 0 2] V8\0 5

Die ebene Quadrik

Ql:{(i) €R2|x2+4xy+6y2:1}

besitzt die Gleichung

(2 y).Al.(§>:1 mit Alz(; 2)€R2X2.

Wegen

det(A; — AE) = ‘1” 2 ‘

5 6 =(1-XN6-X)—4=X1—-TA+2

fiir alle A € R besitzt A; die beiden Eigenwerte
—(=7) £/ (=7)?2—-4-2 T+41
\, o SCNEVETP TR T VA
’ 2 2
damit gibt es eine orthogonale Matrix P; € Oq(R) mit

N O
PlTAIPIZD1:<01 )\2>7

wobei in den Spalten von P, normierte Eigenvektoren der Matrix A; zu den

beiden Eigenwerten \; und Ay stehen. Die Variablentransformation <§) =

P - (Z;J) fithrt nun die gegebene Gleichung

(e y)-A1«<‘;):1

in die Gleichung

(w z)-PJA1P1-<‘;’):1 baw.  (w z)-Dl-C"):L

also

Mw?+ X z2=1 bzw. 5 + =1



tiber; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Damit ist
(21 eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten

! = V2 und L _ V2
Vi VT va VA T VA

Die ebene Quadrik
Q2 = {(;) ER* |22 +6xy+ 129 = 1}

besitzt die Gleichung

x . 1 3 %
(x y).AQ.(y)zl mit A2:(3 12)€R2 2,

Wegen

1- 3

(-2 ) -9 = - 13443

fiir alle 4 € R besitzt Ay die beiden Eigenwerte

~(13)£ V(13243 13+ VIST
2 N 2 ’

damit gibt es eine orthogonale Matrix P, € Oy(R) mit

T _ ([ 0
PQAQPQ—DQ—(O M2)7

Hi2 =

wobei in den Spalten von P, normierte Eigenvektoren der Matrix As zu den

beiden Eigenwerten p; und po stehen. Die Variablentransformation (Z;) =

P - (Z]) fithrt nun die gegebene Gleichung

x
x <Ay - =1
(v ) A (y)
in die Gleichung

(w z)-P;AQPQ-Cj):l baw.  (w z)-DQ-@):L

also

,u1w2+,u222:1 bzw. ) 5 + ) 5 =1
() (&)

tiber; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Damit ist
(> eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten

! = V2 und L _ V2
Vin /13— V157 V2 /134 V15T

Insgesamt erhélt man also das folgende Ergebnis:




e Die ebenen Quadriken )7 und )5 sind zwei Ellipsen und damit jeweils
zum Einheitskreis und folglich auch zueinander affin dquivalent.

e Die beiden Ellipsen )1 und )2 sind aber nur dann auch euklidisch
(metrisch) dquivalent, wenn sie dieselben Hauptachsenldngen besitzen;
dies ist hier genau dann der Fall, wenn die beiden kleineren Eigenwerte
A1 und g1 und die beiden grofleren Eigenwerte Ay und ps der beiden
Matrizen A; und A, iibereinstimmen. Wegen A\; # p; und Ay # o sind
nun ); und Q)5 nicht metrisch dquivalent.

b) Wir bestimmen die affinen Normalformen der beiden Quadriken @1 und @3
mit Hilfe geeigneter quadratischer Ergénzungen: Wegen

P Hdry+6y =1 (:E+2y)2+2y2 =1 < (:E+2y)2+(\/§y)2 =1
erhalt man mit der Variablentransformation
w\  [(r+2y\ x . (1 2
(£)=(z) =) e n=( )
die affine Normalform w? + 22 = 1 der Ellipse @;; damit bildet aber die

Affinitét
. R? 5 R?, (x>:T(x>
fi fi Y 1y
die Ellipse )1 auf den Einheitskreis K ab. Wegen

2 +6ry+120° = 1 <= (2+3y)°+3y° =1 < (2+3y)’+(V3y)? =1

erhédlt man mit der Variablentransformation
w\  [(r+3y\ x . (1 3
(1) = () =2 () e = J5)
die affine Normalform w? + 22 = 1 der Ellipse Q»; damit bildet aber die

Affinitat
. R? 5 R, (x>:T(‘”)
f2 f2 y 2 y

die Ellipse ()2 auf den Einheitskreis K ab. Insgesamt ist dann die Hinter-
einanderausfithrung

f:fQ_IOfl:Rz_)R27 f(m>:T2_1'T1'<x)7
) Y
eine Affinitat die die Ellipse Q1 auf die Ellipse )5 abbildet; dabei ist
o (13 (1 2L (VB =3) (1 2)_
20 V3B 0 v2) v3\o 1 0 v2)

_i<¢§ m—m)_ 1 26
V3 \0 V2 —\o 2

3



52. a) Wir bestimmen die affinen Normalformen der beiden Kegelschnitte

Q1 : (¥) 22 +4ay+3y°+2y=1
Qy : (%) 32°—2axy+ay’=1
mit Hilfe geeigneter quadratischer Ergédnzungen:

e Fiir den Kegelschnitt (), erhélt man wegen

(x) <= 2($2+2:17y—|—y2)+(y2+2y) =1
= 2@+y)’+ P +2y+1)=1+1
= 20@+y)’+y+1)’=2

— (m+y)2+<%(y+1))2:1

mit der Variablentransformation

()=o)

die affine Normalform w? + 22 = 1 einer Ellipse.
e Fiir den Kegelschnitt (), erhilt man wegen

(x) <= 3(932—293<§y>+(%y>2>+ay2—3<%y)2:1
= a(e-2y) i

2
=1
3 Yy

— im Falle 3a — o2 > 0 mit der Variablentransformation

9-(72)

die affine Normalform w? + 22 = 1 einer Ellipse,

— im Falle 3 — o? = 0 mit der Variablentransformation

() (70)

die affine Normalform w? = 1 eines parallelen Geradenpaares und

— im Falle 3a — o? < 0 mit der Variablentransformation

- ()

2

die affine Normalform w? — 22 = 1 einer Hyperbel.



Damit sind die beiden Kegelschnitte ()1 und Q) genau dann affin dquivalent,
wenn mit )1 auch @)y eine Ellipse ist; dies ist genau dann der Fall, wenn
3a—a? >0 gilt, also fiir « € ]0; 3[.

Fiir den Fall o = 1 sind die beiden Kegelschnitte ¢); und ) Ellipsen und
damit zum Einheitskreis K : w? + 2% = 1 affin #quivalent; gem#8 den in a)
ermittelten Variablentransformationen bildet die Affinitéit f; : R? — R? mit

1(5)=(50in)=0 1) 6) ()
bzw. fo : R? — R? mit
2G5 00 F) )

die Ellipse Q1 bzw. ) auf den Einheitskreis K ab. Insgesamt ist damit aber
fyto fi i R? = R? mit

o) - (286 1)) ()

eine Affinitat, die die Ellipse @ (iiber den Einheitskreis K) auf die Ellipse
(> abbildet.



