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45. Wir bestimmen die affine Normalform fiir die in der Ebene mit den Koordinaten
2 und y durch die Gleichung

(%) P rry+3r+y=1
gegebenen Quadrik ) mit Hilfe quadratischer Ergénzung. Wegen

(x) <— (:L‘2—|—$y+3x)—i—y:1

— <x2+ (%)2+ (;)2+2-

8
N[
+
O
8
|
+
)
RS
| oo
~_
|

|
/N
—
N =
~—
no
_|_
N
DO o
N~
no
+
)
NN
DO W
~_—
+
N
I
—_

2
y 3\° 1 13 1
2 2 2
42 - 2.1- 12) = =2 -~ .1
— <x+2+2) 4( + y+1%) 1
2
y 3 1 2
— S4o) —= 1)?=3
<x+2+2) 4(y+)
1 y 3\> 1 )
= S+ ——= =1
= 3(x+2+2) pWy
1 Y 3
L (v+¥+4
erhilt man mit () = [ V3 Sx 2 2) die affine Normalform u? — v? = 1

einer Hyperbel.

46. Wir untersuchen in Abhéngigkeit vom Parameter s € R die affine Normalform
der durch die Gleichung

(%) (sx1)2+2x1332+:13§—2:1:1—2x2+s—|—1:0



47.

gegebenen Quadrik; dabei sind die Glieder in xy parameterfrei. Wegen

(%) <— (m§+2x1x2—2x2)+32mf—2m1+3+1:0

= (42l + (=142 221 +2 32 (-1)+ 221 (—1)) —

— (2 + (1) +2 2 - (1) + 2] -2z +s+1=0
= (rotaz -1 -2 —1+23+5%22 — 22, +s5+1=0
= (rt+z—-1)P2—-(1-s)2?=—s

erhalt man mit der Variablentransformation <Z) = (xl +§2 N 1) zunachst
1

u? — (1 —s%)v? = —s.
Fiir s = 0 ergibt sich u? — v* = 0, weswegen die gegebene Quadrik in diesem Fall
ein sich schneidendes Geradenpaar ist. Fiir s # 0 &8t sich diese Gleichung in
1, 1-4

—S —S

? =1,

umformen, weswegen die gegebene Quadrik in diesem Fall genau dann eine Hy-
perbel ist, wenn die Koeffizienten _is und % von u? und v? entweder beide
positiv oder beide negativ sind; dies ist jedoch zu

1 1-—s? 1—s?

>0 <— >
-5 =S s

>0 < 1> 5

gleichwertig. Demnach beschreibt die gegebene Gleichung genau dann eine Hy-
perbel, wenn s € |—1;0[ U ]0; 1] ist.

Wir ermitteln fiir den in Abhéngigkeit vom Parameter ¢ € R gegebenen Kegel-
schnitt @ C R? mit der Gleichung

(%) (14 4t)y* + 2% + 22y + 2tz — (8t — 2t)y = —4t° +1 — 12
die affine Normalform (und damit den Typ) mit quadratischer Ergédnzung. Es ist
(%) 2?4 2ry 4 2tw + (1 +4t)y* — (82 — 2t)y = —4t> + 1 — 2
(P +2-z-y+2- 2 t+y*+24+2-y-t) — (P+2+2-y-t)+

+ (1 +4t)y? — (82 = 2t)y = —4t> + 1 —#*

(x4 1y +1)° +4ty® — 8ty = —4t® + 1
Ty +0)?+4t (P =2yt +12) — 4t -7 = —43 + 1
(+y+6)" +4t(y—1) =1,

1ty 11

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Firt¢ > 0ist
(¥) < (a:+y+t)2+<2\/i(y—t)>2=1,

. . . w\ [ x+ty+t .
und mit der affinen Variablentransformation <v) = (2 Vily - t)> ergibt

sich in u? + v? = 1 die affine Normalform einer Ellipse.



e Firt=0ist
(%) — (x+y—|—t)2:1,

und mit der affinen Variablentransformation <z) = (x +yy * t) ergibt sich

in u? = 1 die affine Normalform eines parallelen Geradenpaares.
e Fiirt <0 ist
(¥) = (@+y+1)’—V=ty—1)) =1,
. : . u\ r+y+t .
und mit der affinen Variablentransformation (v) = (2 VI (y — t)) ergibt

2

sich in u? — v? = 1 die affine Normalform einer Hyperbel.

48. a) Die Gerade b durch die Punkte A = (_01> und C' = (i) besitzt den

Triagerpunkt A und den Richtungsvektor u, = C — A = (t —it_ 1), folglich
—t

n 1), und damit die Gleichung

den Normalenvektor u, = ui- = (
ﬂbo(§>:ﬂboA bzw. —tr+(t+1)y=t.

b) Die Héhe hp des Dreiecks ABC durch die Ecke B = é steht auf der Seite

b durch die Ecken A und C senkrecht; folglich besitzt hg den Tragerpunkt
B und den Normalenvektor u; und folglich die Gleichung

ubo(z):uboB bzw. t+Dx+ty=t+1.

c) Die Seite durch die Ecken A und B stimmt mit der z—Achse iiberein; daher
ist die Hohe he durch den Punkt C' eine Parallele zur y—Achse und besitzt
die Gleichung z = t. Die Koordinaten des Hohenschnittpunkts H = xH)

Y
des Dreiecks ABC' miissen nun den Gleichungen der beiden Héhen hp und

he geniigen; aus
(t+1D)xg+tyg =t+1 und rg =t
folgt zunéchst (t + 1)t +tyy =t + 1, also
tyg =(t+1)—(t+Dt=0t+1)(1—t)=1—1,
und wegen t # 0 ergibt sich

1 1 .
meT Ty




Die Koordinaten z; =t und y; = % — t des Hohenschnittpunkts H geniigen
der Gleichung

1 1
y=-—t=——=z bzw. ry=1-—az%
t z

damit liegt H auf der Quadrik @) des R? mit der Gleichung
P 4+ry—1=0;

wegen

)-)-1 =

(5)
(g) ] e - 2=1

y
mit der Variablentransformation <w> = (m—;— 2) ist () eine Hyperbel.
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