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41. a) Die gegebene Quadrik

Q:{(z) G]R2|9y2—40$y+64y+80x:64}

besitzt die Gleichung

( y)'A~<;)+bT'(§)+c:0
mit

(0 =20 9%2 _ (80 9 L
A_(—ZO 9>€]R , b—<64)€]R und c¢= —64 € R.

Wegen

0 —20
-20 9
ist die Matrix A invertierbar; damit besitzt () den Mittelpunkt

t__l.A—l.b__l.L 9 20 . 80 _L 2000 _ %
2 2 —400 \20 0 64) 800 \1600/) — \2/"

Die Verschiebung des Mittelpunkts in den Ursprung wird durch die Varia-
5

blentransformation (az) = <u) +t= <u + 2) vermittelt; diese fithrt die
Y v v+ 2

gegebene Gleichung

( y)-A-(§)+bT-(§)+c:0

(geméB der in der Vorlesung durchgefithrten Rechnung) in die Gleichung

(u U)-A-(Z)—F(C—i-%'b—rt):o

det(A) :' ‘:0-9— (—20)% = —400 # 0

iiber; wegen
5
c+1-bTt=-64+1-(80 64)- (5) = —64 + 164 = 100

ergibt sich also

(u v)~A-(Z)+100:O.



Wegen

0—Xx =20

det(A—A\FE) = ‘ 90 9\

’:—A-(9—/\)—(—20)2:
= A2 — 9\ —400 = (A + 16) (A — 25)

besitzt die Matrix A die beiden Eigenwerte \; = —16 und \; = 25. Wegen
16 —20 4 =5
A_AIE—(—20 25>W<0 0)
. 2\ . .
ist v; = ( 4) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = —16, und wegen

~25 —20 5 4
A= hE= (-20 —16) - (0 0)

ist vy = (_54) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 25; mit der

orthogonalen Matrix

Uy U2 . A0
P = (—, —) gilt dann PTAP = < ) :
[loal]” vl 0 A

Die erneute Variablentransformation <ZL> =P (f) liefert die Gleichung

(w z)-PTAP-Cj)JrlOO:O bzw.  Ap-w®+ Ay 2% = —100

und folglich

’LU2 22
PR
2

—16-w?+25-22 = —100 bzw.

die letzte Gleichung ist die euklidische Normalform von Q.

GeméB a) und b) ist die Quadrik @ eine Hyperbel mit dem Mittelpunkt
5

t= <g> und den beiden Hauptachsen

5 5 3 —4
t+R-v = (%)—HR- (4) und t+R-vy = (%) +R-<5);

diese beiden Geraden entsprechen der w—Achse und der z—Achse desjenigen
Koordinatensystems, in dem @ die in b) ermittelte euklidische Normalform
besitzt.



42. Die gegebene Quadrik
Q= {(i;) € R? | 22 + 4w ywy + 423 +42; — 225 + 1 :O}

besitzt die Gleichung

(:B1 372)'14' (i;)—i—b—r- (i;)—i—czo

mit
_ (1 2 2%2 _ (4 2 _
A—(2 4)€R , b—(_2 eR® und c=1€eR
Wegen
1—X 2 9 9
det(A—\E) = 9 4 =(1=-XNAd-XN)=-22=X-=5A=A(A-5)

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 5 und Ay = 0; wegen

—4 2 2 —1 ) 1
A—)\lE:(Q _1>-><0 0) ist Ul_(2)



ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 5, und wegen

1 2 1 2 . —2
A—)\QE:(Q 4>->(0 0) ist "02—<1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 0. Mit der orthogonalen Matrix

p_ (L &) _
[or][" [[va]|

und der Diagonalmatrix

2

ﬁ) € 05(R)

NG

Sls&l-

D= dlag ()\1,)\2) = (5 8) € R2X2

)

gilt dann PT AP = D. Die Variablentransformation <i1> =P (‘zl) fithrt nun
2 2

die gegebene Gleichung

(1 x2) - A- T 4T () =0
T2 T2

in die Gleichung

(11 ) - PTAP- (?A) +b'P- <y1> +c=0,

Y2 Y2
also
( (2 YY) (o oy (v )L (e _
o () () ()
und damit

Ll N}

0
y2+1=0 bzw. Y

, 1 10 V5
YUY — —= ——= |77 ]=0
V5 Vb 10

iiber; die Variablentransformation <§1> = ( h \/5) liefert nun die Gleichung
2 Y2 — 1o
10 2
5zf——z2:0 bzw. %—22:0,

V5 v

also die euklidische (metrische) Normalform einer Parabel.

43. Der gegebene Kegelschnitt

K:{(il) €R2\w%—4x1x2+4x§—6x1+12x2+8:0}.
2



besitzt die Gleichung

(1 22)-A- (g)m. (i;)—i—c:o

mit
A:(_12 _42) e R?*2 b:(zg) eR? und c¢=8€c¢R.
Wegen
1—A 2
S e B EPIEPYR

= (4=5X+X)—4=(A=5)-A

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 5 und A\ = 0; wegen

A=\ E = <:;l j) ~ (g é) ist v = (_21>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen

1 =2 1 -2 . 2
A—)\QEQ—(_Q 4)«/-»(0 O) ist vz—<1>
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 0. Mit der orthogonalen Matrix
v v o
P = (—1, —2> = ° ¥ ) €0:(R)
[[oal] ™ [|v2]] VR

und der Diagonalmatrix

D= dlag (/\1,/\2) = <3 8) S R2X2

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (il) =P <‘Zl> ergibt
2 2
sich die Gleichung

PTAP (YY) +u7P (y1)+ — 0,
(yl y2) (Z/2) * Yo ¢

R [

und damit

also

30
5yf+—y1+820.

V5



44.

Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich

also

52 =1, also

die euklidische (metrische) Normalform einer Parallelenpaares ergibt.

a) Fir die im (x,y)-Koordinatensystem gegebene Ellipse F mit den Scheitel-
punkten

0 4 . 1 3
s1 = <3> und  s9 = (_1> sowie S3 = <O> und  s4 = (2)

ergibt sich:

X




Damit besitzt die Ellipse E' den Mittelpunkt

51+ S2 S3 + 84 2
m = = =
2 2 1

sowie die beiden Hauptachsen

comene (e ()
emeiam=() )

als Lange ihrer Hauptachsenabschnitte ergibt sich

a=lls=ml = (2] = vEF 2R = vE=2v2

und

et |- e

Die Ellipse FE besitzt im (w, z)-Koordinatensystem die euklidische Normal-
form

w_2+z_2:1 bzw. w—2+z—2:1>
o? V8 V2
also
w? 22
§+5_1: bzw. w? +42° -8 =0,

mit

D= (1 O) e R?*? und d=-8cR;
ferner bezeichne
Sog—m Sa—m 1 1 1
pP= , - € 0, (R
(e ) = v (G 1) <o

die orthogonale Matrix aus den normierten Richtungsvektoren der beiden
Hauptachsen der Ellipse E. Fiir die gesuchte Gleichung

( y)'A~<:;)+bT~(§)+c:0




von E in den Koordinaten x und y sind die symmetrische Matrix A € R?*2,
der Vektor b € R? sowie ¢ € R zu bestimmen: wegen PT AP = D ist zunsichst

A:PDPT:%<_11 1)((1) 2)%(1 —11):

/14y /1 -1\ _1/5 3
T2\-14) \1 1) 2\3 5)°
wegen 2 Am + b = 0 dann

= —2am=-23(3 1) (2) = (1)

und wegen ¢ = ¢+ %bTm schlieflich

1 1 2 =37 21
e T = —8— — - | — — . = - — = —
c=2c 2b m 8 5 ( 13 11) (1) 8 5 5
Wir erhalten also die Gleichung
S 4 5 4 21
= —y°— 13z —11 — =
2:15 —|—3xy+2y 3x y+2 0

beziehungsweise

522 4+6xy+5y* —260 —22y +21 =0.



