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33. a) Die gegebene Ellipse E besitzt die Gleichung
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2T

=1 fiir a=5 und b=3;
damit besitzt sie die vier Scheitelpunkte

S1=(50) und S;=(-5;0) sowie S3=(0;3) und S;=(0;-3)
und wegen e = Va2 — b2 = /16 = 4 die beiden Brennpunkte

Fy=(40) und F,=(—40).
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b) Die gegebene Hyperbel H besitzt die Gleichung

2 2
%_2_2:1 fiir a=4 und b=3;
a

damit besitzt sie die beiden Scheitelpunkte
Sl = (4,0) und SQ = (—4, O),



wegen e = v/a? + b?> = /25 = 5 die beiden Brennpunkte
Fy =(50) und Fy=(-5;0)

sowie die beiden Asymptoten

3
y=-z und y=-—-ux.
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c) Der Punkt Py = (5,y0) liegt genau dann auf der Hyperbel H, wenn seine

Koordinaten der Hyperbelgleichung geniigen; damit gilt
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heH <— ———=1¢— ——-1=="
0 16 9 16 9
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Yo _ 9 ,_ 81 _ 49
9~ 16 Yo=15 T =F;

— — =1 bzw. Sr —4y =16,

und die Tangente an die Hyperbel H im Punkt (5; —%) besitzt dann die
Gleichung
5x —%y
16 9

=1 bzw. Sxr +4y = 16.

Die Schnittpunkte von Q; und Qs sind genau diejenigen Punkte (x;y) € R?,
deren Koordinaten sowohl der Ellipsengleichung
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als auch der Hyperbelgleichung
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geniigen; wir haben also das lineare Gleichungssystem

1 1

(D) R e e SR A
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(I1) F r? - = vt o= 1

in den Unbestimmten 22 und y? zu 16sen. Mit Hilfe des Additionsverfahrens
ergibt sich iiber ,,(a* — 1) - (I) 4 b% - (IT)“

a’®—1 b? ) ) )
( 2 —i—l_bQ)-:B = (a® = 1) + b7,

wegen
a2—1+ o (@-1)-(1-0)+a® b a? 141
a? 1—0? a?- (1 —0?) a?- (1—0?)
e s a’ (107 2 2
V= e @ 1) =a (1),

und damit iiber Gleichung (I)
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Lo
L)

also
1

a2 —1

xr==xav1—b? und y=+bva®—1,

weswegen die Ellipse ()1 und die Hyperbel @); die vier Schnittpunkte

Y =b? bzw. Yt =% (a2 — 1) .

Damit ist

(ax/l—b2,b\/a2—1) (a\/l—b2, —b+va? —1)
(—av1—102, bva>—1) (—av1—=10% —bVa®—1)
besitzen.

Wir betrachten nun den im 1. Quadranten liegenden Schnittpunkt

$=(aVI=1, bV’ =1) € QN Qs
Die Tangente Ts(); an die Ellipse )7 im Punkt S besitzt die Gleichung
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a)

es ist also
1 — b2

- T+

2

b
TsQy \/ﬁ'y:L

und die Tangente T, an die Hyperbel )5 im Punkt S besitzt die Gleichung

avV1—=0-z bva®?—-1-y
[

L,

es ist also

TsQo

R
Vi Y

Damit sind aber

i a
U = ¢ und Uy = 1-b2
3 2 a1
vaz—-1 T b

Normalenvektoren der Tangenten Ts()7 und Ts()s; wegen

- V1 — b2 a b a? —1
UL O Uy = : + | = =0
a V1—=02 Va?2-1 b

schneiden sich die Tangenten Ts(); und Ts(@s unter einem rechten Winkel.

Ein Punkt (Z) € R? liegt genau dann sowohl auf der Geraden mit der

Gleichung y = ax + t als auch auf der Parabel mit der Gleichung y = 22,
wenn 22 = ax + t gilt. Damit existieren genau dann zwei Schnittpunkte S;
und Sy, wenn die quadratische Gleichung

P —ax—t=0
zwei verschiedene reelle Losungen besitzt; dies ist aber genau dann der Fall,
wenn fiir die Diskriminante

A=(—a)?—4-1-(—t)=ad>+4t>0

gilt, also fiir

CL2

> ——.
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Man erhélt dann die beiden Schnittpunkte S; = (m) und Sy = <9y02> mit
2

n

—(—a) £ VA _ at++va®+4t

2T 2
und ,

Y12 =0axi2+1t= @ Ea 2a2+4t +
wegen

a+\/&2+4t+a—\/a2+4t B
2 2 N

T+ 19 = a



und

a4+ ava?+ 4t a? —aa?+ 4t
Y1+ Y2 = +t) +

t] =a®+2¢
5 5 +> a* +

ergibt sich dann fiir den Mittelpunkt M, , der Verbindungsstrecke von S}

und Sy
M S+ S m;m B 5
at — 2 T oyt . '
2 7t

Die Menge G, aller Mittelpunkte

2 : a?
Moy:= 1| , mit t>——
o+t 4

besteht genau aus allen Punkten <z) € R? mit

a 4 a’ s a> a® a®
T == un = — —_— - — = —
2 Y75 2 4 4
damit handelt es sich bei G, um die Halbgerade
o () ()
4
Die folgende Skizze stellt die Situation fiir a = 1 dar:
by
\ 9+ t=5
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a) Die beiden Asymptoten

besitzen die Gleichungen

g br—ay=0

also die Normalenvektoren

- b
U2 = +q

b
und go 1 Yy=——-2
a
und g2 br+ay =0,

> der Liange T2 = V02 + (£a)? = Va? + b2

und damit die Hessesche Normalformen

bxr —ay _0

neVEre

Folglich besitzt der Punkt P =

und g9 die Absténde

d(Pa gl) =

Va? + b?

by — ayo

br+ay ~0

Vaie

und go -

bxo+ ayo

d(P7 92) - \/m

und

b) Fiir einen Punkt P = (g, yo) auf der Hyperbel gilt

und damit

d(P,g1) - d(P,g2) =

2 2
Lo Yo

PER

bxg— ayo . bro+ayy|
1/0124,[)2 ,/a2+b2
bro —ayo bxo+ ayo

NN RN
(bzo —ayy) - (bxo+ay)|

(Va?+5?)° -

CE2 2
bzt — a® y? B a®b? (ﬁ‘%) B
a2 + b2 o a2 + b2
a2 b2 x_(z) - y_g _ a2 12
a2 +b% a2 b2 a? + b?’

(20,%0) € R? zu den beiden Asymptoten g,



