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29. a) Die homogene lineare Differentialgleichung

(D0) y′′ + 2 y′ + 2 y = 0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom

χ(λ) = λ2 + 2λ+ 2 = (λ+ 1)2 + 1 = (λ+ 1− i) (λ+ 1 + i)

mit den beiden einfachen Nullstellen λ1 = −1 + i und λ2 = −1 − i; damit
bilden die beiden Funktionen ϕ1, ϕ2 : R→ R mit

ϕ1(x) = e−x cosx und ϕ2(x) = e−x sinx

ein Fundamentalsystem von (D0).

b) Die rechte Seite
b : R→ R, b(x) = −4x2 − 2,

ist von der Form b(x) = p(x) ea x mit der Polynomfunktion p(x) = −4x2−2
vom Grade m = 2 und a = 0. Da a keine Nullstelle von χ ist, wählen wir
für die partikuläre Lösung ϕp von

(D) y′′ + 2 y′ + 2 y = −4x2 − 2

den Ansatz
ϕp(x) = q(x) = r x2 + s x+ t

mit einer Polynomfunktion q(x) = r x2 + s x+ t vom Grade m = 2. Wegen

ϕ′p(x) = 2 r x+ s und ϕ′′p(x) = 2 r

ist ϕp genau dann Lösung von (D), wenn

2 r + 2 (2 r x+ s) + 2
(
r x2 + s x+ t

)
= −4x2 − 2,

also
2 r x2 + (4 r + 2 s)x+ (2 r + 2 s+ 2 t) = −4x2 − 2,

für alle x ∈ R gilt; durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

2 r = −4, 4 r + 2 s = 0 und 2 r + 2 s+ 2 t = −2,

also r = −2, s = 4 und t = −3, und folglich

ϕp : R→ R, fp(x) = −2x2 + 4x− 3.



30. a) Die homogene lineare Differentialgleichung

(D0) y′′ + 4 y′ + 3 y = 0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom

χ(λ) = λ2 + 4λ+ 3 = (λ+ 1) (λ+ 3)

mit den beiden einfachen Nullstellen λ1 = −1 sowie λ2 = −3; damit bilden
die beiden Funktionen ϕ1, ϕ2 : R→ R mit

ϕ1(x) = e−x und ϕ2(x) = e−3x

ein Fundamentalsystem von (D0). Folglich ist die Gesamtheit der Funktionen

ϕ = c1 · ϕ1 + c2 · ϕ2 : R→ R, ϕ(x) = c1 e
−x + c2 e

−3x,

mit Konstanten c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (D0).

b) Die rechte Seite
b : R→ R, b(x) = 10 cosx,

ist von der Form b(x) = p(x) ea x cos(kx) mit der Polynomfunktion p(x) = 10
vom Grade m = 0 sowie a = 0 und k = 1. Da a+ki = i keine Nullstelle von
χ ist, wählen wir für die partikuläre Lösung ϕp der inhomogenen linearen
Differentialgleichung

(D) y′′ + 4 y′ + 3 y = 10 cos x

den Ansatz
ϕp(x) = q1(x) cosx+ q2(x) sin x

mit Polynomfunktionen q1(x) = r und q2(x) = s vom Grade m = 0. Wegen

ϕ′p(x) = −r sinx+ s cosx und ϕ′′p(x) = −r cosx− s sinx

ist ϕp genau dann Lösung von (D), wenn

(−r cosx− s sinx) + 4 (−r sinx+ s cosx) + 3 (r cosx+ s sinx) = 10 cosx,

also
(2 r + 4 s) cosx+ (−4 r + 2 s) sinx = 10 cos x,

für alle x ∈ R gilt; damit ergibt sich 2 r + 4 s = 10 und −4 r + 2 s = 0, also
r = 1 und s = 2, und folglich ϕp(x) = cos x+ 2 sinx.

c) Gemäß a) und b) ist die Gesamtheit der Funktionen

ϕ = c1 ϕ1 + c2 ϕ2 + ϕp : R→ R, ϕ(x) = c1 e
−x + c2 e

−3x + cosx+ 2 sinx,

mit c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (D) mit

ϕ′(x) = −c1 e−x − 3 c2 e
−3x − sinx+ 2 cosx



für alle x ∈ R; damit ist

ϕ(0) = 0 ⇐⇒ c1 · 1 + c2 · 1 + 1 + 2 · 0 = 0 ⇐⇒ c1 + c2 + 1 = 0

und

ϕ′(0) = 0 ⇐⇒ −c1 · 1− 3 c2 · 1− 0 + 2 · 1 = 0 ⇐⇒ −c1 − 3 c2 + 2 = 0,

woraus sich c1 = −5
2

und c2 = 3
2

ergibt. Damit ist

ϕ : R→ R, ϕ(x) = −5

2
e−x +

3

2
e−3x + cosx+ 2 sinx,

die gesuchte Lösung des gestellten Anfangswertproblems.

31. Die homogene lineare Differentialgleichung

(D0) y′′ + 2 y′ + y = 0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

χ(λ) = λ2 + 2λ+ 1 = (λ+ 1)2

mit der doppelten Nullstelle λ = −1; damit bilden die beiden Funktionen

ϕ1 : R→ R, ϕ1(x) = e−x, und ϕ2 : R→ R, ϕ2(x) = x e−x,

ein Fundamentalsystem von (D0). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung

(D) y′′ + 2 y′ + y = e−x

besitzt die rechte Seite
b : R→ R, b(x) = e−x,

der Form b(x) = p(x) ea x mit der Polynomfunktion p(x) = 1 vom Grade m = 0
und der Nullstelle a = −1 von χ der Ordnung α = 2. Für die partikuläre Lösung
ϕp von (D) wählen wir den Ansatz

ϕp(x) = q(x) e−x =
(
r x2 + s x+ t

)
e−x

mit einer Polynomfunktion q(x) = r x2 + s x+ t vom Grade m+α = 2; nachdem
e−x und x e−x die homogene Gleichung (D0) lösen, können wir s = t = 0 wählen.
Wegen

ϕ′p(x) = 2 r x e−x − r x2 e−x =
(
2 r x− r x2

)
e−x

und

ϕ′′p(x) = (2 r − 2 r x) e−x −
(
2 r x− r x2

)
e−x =

(
2 r − 4 r x+ r x2

)
e−x

ist ϕp genau dann Lösung von (D), wenn(
2 r − 4 r x+ r x2

)
e−x + 2

(
2 r x− r x2

)
e−x + r x2 e−x = e−x,



also
2 r e−x = e−x,

für alle x ∈ R gilt; damit ergibt sich r = 1
2

und folglich ϕp(x) = 1
2
x2 e−x. Damit

ist die Gesamtheit der Funktionen

ϕ = c1 ϕ1 + c2 ϕ2 + ϕp : R→ R, ϕ(x) =

(
c1 + c2 x+

x2

2

)
e−x,

mit c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (D); dabei ist

ϕ′(x) = (c2 + x) e−x−
(
c1 + c2 x+

x2

2

)
e−x =

(
(c2 − c1) + (1− c2) x−

x2

2

)
e−x

für alle x ∈ R. Unter Berücksichtigung der gegebenen Anfangswerte ergibt sich

ϕ(0) = 1 ⇐⇒ c1 · e0 = 1 ⇐⇒ c1 = 1

und damit

ϕ′(0) = 1 ⇐⇒ (c2 − c1) · e0 = 1 ⇐⇒ c2 = 1 + c1 ⇐⇒ c2 = 2;

folglich ist

ϕ : R→ R, ϕ(x) =

(
1 + 2 x+

x2

2

)
e−x,

die maximale Lösung des gegebenen Anfangswertproblems.

32. Die homogene lineare Differentialgleichung

(D0) y′′ + 4 y = 0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

χ(λ) = λ2 + 4 = (λ− 2i)(λ+ 2i)

mit den beiden konjugiert–komplexen Nullstellen λ1,2 = % ± iσ mit % = 0 und
σ = 2; damit bilden die beiden Funktionen

ϕ1 : R→ R, ϕ1(x) = e%x cos(σx) = cos(2x),

und
ϕ2 : R→ R, ϕ2(x) = e%x sin(σx) = sin(2x),

ein Fundamentalsystem von (D0). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung

(D) y′′ + 4 y = sin(2x)

besitzt die rechte Seite

b : R→ R, b(x) = sin(2x),



der Form b(x) = p(x) ea x sin(k x) mit der Polynomfunktion p(x) = 1 vom Grade
m = 0 und der Nullstelle a+ik = 2i von χ der Ordnung α = 1. Für die partikuläre
Lösung ϕp von (D) wählen wir den Ansatz

ϕp(x) = q1(x) cos(2x) + q2(x) sin(2x)

mit Polynomfunktionen q1(x) = r1 x + s1 und q2(x) = r2 x + s2 vom Grade
m + α = 1; nachdem cos(2x) und sin(2x) die homogene Gleichung (D0) lösen,
können wir s1 = s2 = 0 wählen. Wegen

ϕ′p(x) = r1 (cos(2x)− 2x sin(2x)) + r2 (sin(2x) + 2x cos(2x))

= (r1 + 2r2x) cos(2x) + (r2 − 2r1x) sin(2x)

und

ϕ′′p(x) = (2r2 cos(2x)− 2 (r1 + 2r2x) sin(2x)) +

+ (−2r1 sin(2x) + 2 (r2 − 2r1x) cos(2x))

= 4 (r2 − r1x) cos(2x)− 4 (r1 + r2x) sin(2x)

ist ϕp genau dann Lösung von (D), wenn

4 (r2 − r1x) cos(2x)−4 (r1 + r2x) sin(2x)+4 (r1x cos(2x) + r2x sin(2x)) = sin(2x),

also
4 r2 cos(2x)− 4 r1 sin(2x) = sin(2x),

für alle x ∈ R gilt; damit erhält man r1 = −1
4

und r2 = 0, insgesamt also
ϕp(x) = −1

4
x cos(2x). Damit ist die Gesamtheit der Funktionen

ϕ = c1 ϕ1 + c2 ϕ2 + ϕp : R→ R, ϕ(x) =
(
c1 −

x

4

)
cos(2x) + c2 sin(2x),

mit c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (D); dabei ist

ϕ′(x) = −1

4
cos(2x)− 2

(
c1 −

x

4

)
sin(2x) + 2c2 cos(2x)

=

(
2c2 −

1

4

)
cos(2x)− 2

(
c1 −

x

4

)
sin(2x)

für alle x ∈ R. Unter Berücksichtigung der gegebenen Anfangswerte ergibt sich

ϕ(0) = 0 ⇐⇒ c1 cos 0 + c2 sin 0 = 0 ⇐⇒ c1 = 0

und

ϕ′(0) = 0 ⇐⇒
(

2c2 −
1

4

)
cos 0− 2c1 sin 0 = 0 ⇐⇒ 2c2 =

1

4
⇐⇒ c2 =

1

8
;

folglich ist

ϕ : R→ R, ϕ(x) = −x
4

cos(2x) +
1

8
sin(2x),

die maximale Lösung des gegebenen Anfangswertproblems.


