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17. Zu betrachten ist die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung
y′ = a(x) y + b(x) mit

a : ]−∞; 2[→ R, a(x) =
1

x− 2
, und b : ]−∞; 2[→ R, b(x) = x2 − 2x.

Da
A : ]−∞; 2[→ R, A(x) = ln |x− 2| =

x<2
ln(2− x),

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

ϕc : ]−∞; 2[→ R, ϕc(x) = c eA(x) = c eln(2−x) = c (2− x),

für c ∈ R die allgemeine Lösung der homogenen linearen Differentialgleichung
y′ = a(x) y dar.

Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wählen wir nun
den Ansatz ϕ : ]−∞; 2[→ R, ϕ(x) = u(x) · (2−x), der Variation der Konstanten
mit einer differenzierbaren Funktion u : ]−∞; 2[→ R. Wegen

ϕ′(x) = u′(x) · (2− x) + u(x) · (−1)

für alle x < 2 ist ϕ genau dann Lösung von y′ = a(x) y + b(x), wenn

u′(x) (2− x)− u(x) =
1

x− 2
· (u(x) (2− x)) +

(
x2 − 2x

)
,

also

u′(x) =
x2 − 2x

2− x
=

x (x− 2)

−(x− 2)
= −x

für alle x < 2 gilt.

• Um eine partikuläre Lösung ϕp : R+ → R der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung zu erhalten, können wir speziell

u(x) = −x2

2

und damit

ϕp(x) = u(x) (2− x) = −x2

2
· (2− x)



für alle x < 2 wählen. Die allgemeine Lösung von y′ = a(x) y+b(x) ist damit
die Gesamtheit der Funktionen

ϕp+ϕc : ]−∞; 2[→ R, x 7→ −x2

2
·(2−x)+c (2−x) =

(
−x2

2
+ c

)
·(2−x),

mit c ∈ R.

• Um gleich die allgemeine Lösung der inhomogenen linearen Differential-
gleichung zu erhalten, wählen wir

u(x) = −x2

2
+ c

für c ∈ R und damit

ϕ(x) = u(x) (2− x) =

(
−x2

2
+ c

)
· (2− x)

für alle x < 2.

Schließlich bestimmen wir die noch freie Konstante c ∈ R, so daß ϕ(1) = 3
2

gilt;
wegen

ϕ(1) =
3

2
⇐⇒ −1

2
+ c =

3

2
⇐⇒ c = 2

ist

ϕ : ]−∞; 2[→ R, ϕ(x) =

(
−x2

2
+ 2

)
· (2− x),

die maximale Lösung des Anfangswertproblems

y′ =
1

x− 2
y + x2 − 2x für x < 2 mit y(1) = 3

2
;

der Funktionsterm von ϕ läßt sich noch zu

ϕ(x) =
1

2

(
4− x2

)
(2− x) =

1

2
(2 + x) (2− x)2

für alle x < 2 umformen.

18. a) Für alle x ∈ ]−1; 1[ gilt

1

1 + x
− x

1 + x2
=

(1 + x2)− x · (1 + x)

(1 + x) (1 + x2)
=

1− x

(1 + x) (1 + x2)
= a(x),

woraus sich wegen

a(x) =
1

1 + x
− 1

2
· 2x

1 + x2

damit etwa die Stammfunktion A mit

A(x) = ln (1 + x)− 1

2
ln
(
1 + x2

)
= ln

1 + x√
1 + x2

ergibt.



b) Bei der gegebenen Differentialgleichung (∗) y′ = a(x) y handelt es sich um
eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit der steti-
gen Koeffizientenfunktion a : ]−1; 1[ → R; damit ist die Gesamtheit der
Funktionen

ϕc : ]−1; 1[→ R, ϕc(x) = c · eA(x) = c · 1 + x√
1 + x2

,

mit c ∈ R die allgemeine Lösung von (∗). Für die noch freie Konstante c ∈ R
ergibt sich über die gegebene Anfangsbedingung y(0) = 1 dann

1 = ϕc(0) = c · 1 + 0√
1 + 02

= c;

damit ist

ϕ1 : ]−1; 1[→ R, ϕ1(x) =
1 + x√
1 + x2

,

die Lösung des gegebenen Anfangswertproblems.

19. a) Für jede Lösungsfunktion f : R+ → R der Differentialgleichung

x y′ = 2 y + x2 mit x > 0

gilt
x · f ′(x) = 2 f(x) + x2 für alle x ∈ R+;

da f nach Voraussetzung mindestens dreimal stetig differenzierbar ist, ergibt
sich daraus unter Verwendung der Produktregel zunächst

1 · f ′(x) + x · f ′′(x) = 2 f ′(x) + 2 x für alle x ∈ R+,

also
x · f ′′(x) = f ′(x) + 2 x für alle x ∈ R+,

und danach

1 · f ′′(x) + x · f ′′′(x) = f ′′(x) + 2 für alle x ∈ R+,

also

x · f ′′′(x) = 2 bzw. f ′′′(x) =
2

x
für alle x ∈ R+.

b) Sei f : R+ → R die Lösung des Anfangswertproblems

f ′′′(x) =
2

x
mit f(1) = −1

2
, f ′(1) = 0, f ′′(1) = 2.

Aus

f ′′′(x) =
2

x
für alle x ∈ R+



folgt durch Integration zunächst

f ′′(x) = 2 lnx + c2 für alle x ∈ R+,

wobei sich für die Integrationskonstante c2 ∈ R über den Anfangswert

f ′′(1) = 2 ⇐⇒ 2 ln 1 + c2 = 2 ⇐⇒
ln 1=0

c2 = 2

und damit

f ′′(x) = 2 lnx + 2 = 2 (ln x + 1) für alle x ∈ R+

ergibt. Wegen∫
2︸︷︷︸

u′(x)

· (lnx + 1)︸ ︷︷ ︸
v(x)

dx = 2 x︸︷︷︸
u(x)

· (lnx + 1)︸ ︷︷ ︸
v(x)

−
∫

2x︸︷︷︸
u(x)

· 1

x︸︷︷︸
v′(x)

dx =

= 2x (lnx + 1)−
∫

2 dx = 2x (lnx + 1)− 2x + C = 2x lnx + C

erhält man durch erneute Integration

f ′(x) = 2 x lnx + c1 für alle x ∈ R+,

wobei sich für die Integrationskonstante c1 ∈ R über den Anfangswert

f ′(1) = 0 ⇐⇒ 2 · 1 · ln 1 + c1 = 0 ⇐⇒
ln 1=0

c1 = 0

und damit
f ′(x) = 2x lnx für alle x ∈ R+

ergibt. Wegen∫
2x︸︷︷︸
u′(x)

· lnx︸︷︷︸
v(x)

dx = x2︸︷︷︸
u(x)

· lnx︸︷︷︸
v(x)

−
∫

x2︸︷︷︸
u(x)

· 1

x︸︷︷︸
v′(x)

dx =

= x2 lnx−
∫
x dx = x2 lnx− x2

2
+ C

liefert eine abschließende Integration

f(x) = x2 lnx− x2

2
+ c0 für alle x ∈ R+,

wobei sich für die Integrationskonstante c0 ∈ R über den Anfangswert

f(1) = −1

2
⇐⇒ 12 · ln 1− 12

2
+ c0 = −1

2
⇐⇒
ln 1=0

c0 = 0

und damit

f(x) = x2 lnx− x2

2
für alle x ∈ R+

ergibt.



20. Zu betrachten ist das Differentialgleichungssystem

(I) y′1 = y1 + y2
(II) y′2 = y2 + 1

mit den Anfangsbedingungen y1(0) = 1 und y2(0) = 1. Die zweite Gleichung (II)
ist dabei die inhomogene lineare Differentialgleichung y′2 = a(x) y2 + b2(x) mit
den konstanten Funktionen

a : R→ R, a(x) = 1, und b2 : R→ R, b2(x) = 1.

Da A : R → R, A(x) = x, eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit
der Funktionen

ϕc : R→ R, ϕc(x) = c eA(x) = c ex,

mit c ∈ R die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung y′2 = y2 dar; ferner
ist offensichtlich die konstante Funktion

ϕp : R→ R, ϕp(x) = −1,

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung y′2 = y2 + 1. Damit ist

y2 = ϕc + ϕp : R→ R, y2(x) = c ex − 1,

für eine Konstante c ∈ R, und wegen

y2(0) = 1 ⇐⇒ c e0 − 1 = 1 ⇐⇒ c = 2

erhalten wir
y2 : R→ R, y2(x) = 2 ex − 1.

Damit ist aber die erste Gleichung (I) die inhomogene lineare Differentialglei-
chung y1 = a(x) y1 + b1(x) mit

a : R→ R, a(x) = 1, und b2 : R→ R, b2(x) = 2 ex − 1.

Wir wählen nun den Ansatz ϕ1 : R → R, ϕ1(x) = u(x) ex, der Variation der
Konstanten mit einer differenzierbaren Funktion u : R→ R. Wegen

ϕ′1(x) = u′(x) ex + u(x) · ex

für alle x ∈ R ist ϕ1 genau dann Lösung von y′1 = a(x) y1 + b(x), wenn

u′(x) ex + u(x) ex = 1 · u(x) ex + (2 ex − 1) ,

also
u′(x) = (2 ex − 1) · e−x = 2− e−x,

für alle x ∈ R gilt. Demnach ist

u(x) = 2 x + e−x + d



für eine Konstante d ∈ R und damit

ϕ1(x) = u(x) ex =
(
2x + e−x + d

)
ex = (2x + d) ex + 1

für alle x ∈ R; wegen

y1(0) = 1 ⇐⇒ (2 · 0 + d) e0 + 1 = 1 ⇐⇒ d = 0

erhalten wir
ϕ1 : R→ R, ϕ1(x) = 2 x ex + 1.

Zusammenfassend erhalten wir die Lösung

ϕ : R→ R2, ϕ(x) =

(
ϕ1(x)
ϕ2(x)

)
=

(
2x ex + 1
2 ex − 1

)
= 2

(
x
1

)
ex +

(
1
−1

)
.


