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17. Zu betrachten ist die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

y' = a(zr)y + b(z) mit

1
a:]—00;2[ >R, a(x)= 5 und b:]-00;2[ = R, b(z)=2"—2x.
m_

o A:]—00;2[ > R, A(x)=Iln|z—2| =, In(2 — z),

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen
poi]=00 2 R, (z) = ced®) = o) — (2~ g),

fiir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

y' = a(z)y dar.

Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wéhlen wir nun
den Ansatz ¢ : |—00;2[ = R, p(z) = u(z) - (2 —x), der Variation der Konstanten
mit einer differenzierbaren Funktion u : |—o0; 2[ — R. Wegen

() = (z) (2 —z) +u(z) - (-1)
fiir alle x < 2 ist ¢ genau dann Losung von ¢ = a(x)y + b(x), wenn

W (2) (2 — 7) — u(x) = xiz (ue) @ - 2)) + (2 — 24,

also
2* =2z z(z—2)

v(w) = 2—1  —(r—2)

fiir alle x < 2 gilt.

e Um eine partikuldre Losung ¢, : Rt — R der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung zu erhalten, konnen wir speziell

und damit



fiir alle z < 2 withlen. Die allgemeine Losung von y' = a(z) y+b(z) ist damit
die Gesamtheit der Funktionen

2 2
Opt@e:|—00;2[ > R, z— —%'(Z—x)—irc(Z—x) = (—% + c) (2—ux),

mit ¢ € R.

e Um gleich die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differential-
gleichung zu erhalten, wihlen wir

fir alle z < 2.

SchlieBlich bestimmen wir die noch freie Konstante ¢ € R, so daf§ (1) = 3 gilt;

wegen
3 1 3
1 = — _—— = — p— 2
(1) g & —5te=5 &=
ist
72
pil-o02l 4R ple) = (-5 +2)-2- )
die maximale Losung des Anfangswertproblems
1
y = 2y+x2—2x fir x <2 mit y(l):%;
x J—

der Funktionsterm von ¢ 148t sich noch zu

fiir alle z < 2 umformen.

18. a) Fiiralle x € |—1;1] gilt

1 x 1+2?)—z-(1+2) l1—x
— = = :a(aj‘)7
l+z 1422 (I+z) (14 2?) (14+2z) (1+22)
woraus sich wegen
(2) 1 1 2z
a(x) = - —
14z 2 14 a2

damit etwa die Stammfunktion A mit
1+2x

V1+ 2?2

A(q:)zln(l—k:c)—%ln(l—i—:cz) =In

ergibt.



b)

19. a)

Bei der gegebenen Differentialgleichung (%) ¢’ = a(z)y handelt es sich um
eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit der steti-
gen Koeffizientenfunktion a : ]—1;1[ — R; damit ist die Gesamtheit der
Funktionen

A() 1+z

:C-—j
V1+ 22

mit ¢ € R die allgemeine Losung von (). Fiir die noch freie Konstante ¢ € R
ergibt sich iiber die gegebene Anfangsbedingung y(0) = 1 dann

P ]=L1[ =R, w(z)=c-e

140

1=¢.(0)=c- =
o0 =

damit ist
1+=z

V1+a?

die Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

e1:]=-L1[ =R, ¢i(z) =

Fiir jede Losungsfunktion f : R — R der Differentialgleichung
zy =2y + 22 mit x>0

gilt
z-fl(r)=2f(x) +2* firalle z€RT;

da f nach Voraussetzung mindestens dreimal stetig differenzierbar ist, ergibt
sich daraus unter Verwendung der Produktregel zunéchst

1-fl(x)+ax- f"(2) =2 f(z)+2x  fiiralle z€RT,

also
z-f"(x)=f(x)+2x  firalle zeR",

und danach
1 f"(x)+z- f"(x) = f(x)+2 firalle zeR",

also

2
T f///($) -9 bzw. f”/(l') = E fir alle z € RT.

Sei f: Rt — R die Losung des Anfangswertproblems

2
() ==

mit  f(1)=—=, F()=0, f/1)=2

Aus
fiir alle z € R*

(@) =

SHRS



folgt durch Integration zunéchst
() =2Inz +cy  fiiralle zeR",
wobei sich fiir die Integrationskonstante c; € R iiber den Anfangswert

ff(1)=2 <= 2Inl+ =2 <= =2
In1=0

und damit
['(z)=2Inz+2=2(lnz+1) fir alle z € R™
ergibt. Wegen
1
/ 2 -(lnzx+1)de=_2x -(1nx+1)—/2x - — dr =
~N —— N —— ~~ =z
u/(x) (@) u(z) () u(z) \/(/')’

:295(11195—1—1)—/2dx:2x(1nx+l)—2x+C:2xlnx+C’

erhédlt man durch erneute Integration
f(z) =2z Inx+¢ fir alle z € RT,
wobei sich fiir die Integrationskonstante ¢; € R iiber den Anfangswert

f1)=0 < 2-1-1n1—|—01:01<f>0 c; =0

und damit
f(x)=2x1nz  firalle xeR"

ergibt. Wegen

22
::BQIH.CE—/ZUdQZ:,TQIHQZ—E—FC

liefert eine abschliefende Integration

2
f(:c):x2lnx—%+co fiir alle z € RT,

wobei sich fiir die Integrationskonstante ¢y € R iiber den Anfangswert

1 ) 12 1
f(l)——§<:>1'1n1—5+00——§1ﬂ<1::)600—0
und damit )
f(a;):ﬁlnx—% fir alle 2 € R*

ergibt.



20. Zu betrachten ist das Differentialgleichungssystem

(I) vio= 1 o+ Y
(II) vy = yo + 1

mit den Anfangsbedingungen y;(0) = 1 und y»(0) = 1. Die zweite Gleichung (II)
ist dabei die inhomogene lineare Differentialgleichung y4 = a(x)ys + bo(z) mit
den konstanten Funktionen

a:R—=>R, a(x)=1, und by :R—=R, by(zx)=1.

Da A: R — R, A(z) = z, eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit
der Funktionen
0. :Ro R, ¢ (z) =ce® = ce,

mit ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen Gleichung vy}, = y» dar; ferner
ist offensichtlich die konstante Funktion

o R= R, g,(z) =-1,
eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung y) = y, + 1. Damit ist
Yo=0c.+ ¢,  R=>R, yo(z) =ce” —1,
fiir eine Konstante ¢ € R, und wegen
10)=1 <= ce®~1=1 < c=2

erhalten wir
Yo : R =R, yo(r) =2€" — 1.

Damit ist aber die erste Gleichung (I) die inhomogene lineare Differentialglei-
chung y; = a(x) yy + by(v) mit

a:R—=>R, a(x)=1, und by : R =R, by(z)=2¢"—1.

Wir wihlen nun den Ansatz ¢ : R — R, ¢1(z) = u(x)e”, der Variation der
Konstanten mit einer differenzierbaren Funktion u : R — R. Wegen

() =u'(x)e® +u(x) - e*
fiir alle z € R ist ¢; genau dann Losung von ¢} = a(x) y; + b(x), wenn
u(z)e® +u(r)e” =1-u(x)e® + (2¢" — 1),

also
u(z)=02e"—1)-e*=2—¢€",

fiir alle x € R gilt. Demnach ist

u(z) =2x+e " +d



fiir eine Konstante d € R und damit
pr(z) =u(z)e’ = 2z +e " +d) e’ =Q2u+d)e” +1
fiir alle z € R; wegen
11(0)=1 <= (2:0+d)e’+1=1 < d=0

erhalten wir
o1 :R—= R, ¢i(z)=2ze"+1.

Zusammenfassend erhalten wir die Losung

p: R R p(z) = (i;gg) = <22Ieiw—+11) =2 (916) o (—11) '



