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13. a) Die gegebene Funktion

mit

D= {(z,y) € R* |z # 0 und y # 0}
ist (als gebrochenrationale Funktion) beliebig oft stetig partiell differenzier-
bar, und fiir alle (x,y) € D gilt

1 2 y
a1f(x7y)=—?+x2 und 82f(x,y) :E_g
sowie
2 6 1
o f(zx,y)=— +2z und oo f(m,y) = —— — =
T Y 3
und
D0 f(x,y) =0 = 0:10:f(z,y),
also 1 ,
_ 2 Yy
grad f(z,y) = (—ﬁ +at - g)
und

Yy

2
= 4+ 2z 0
Hess f(z,y) = (:”3 0 6 _ 1) :
4 8

Fiir eine kritische Stelle (z,y) € R? von f gilt grad f(z,y) = (0,0); wegen

1
nf(z,y) =0 <= 2*= 5 — 't =1 <= r==1

x

und 9
Oof(z,y) =0 <= %:—3 = =16 = y=+2

Y

kommen als lokale Extrema von f nur die vier Punkte (1,2) und (1,—2)
sowie (—1,2) und (=1, —2) in Frage:



14.

a)

o L gilt

grad f(1,£2) = (0,0) und Hess f(1,£2) = (é _Ol) ,
2

und wegen det (Hess f(1,£2)) = —2 < 0 ist Hess f(1,+2) indefinit;
damit besitzt f in (1, £2) Sattelpunkte, also keine lokalen Extrema.
o Es gilt

grad f(—1,£2) = (0,0) und Hess f(—1,£2) = <_04 _Ol) ;
2

damit besitzt Hess f(—1, £2) die beiden negativen Eigenwerte —4 und
—3 und ist folglich negativ definit. Daher besitzt f in (—1,42) (isolierte)
lokale Maxima.

Folglich besitzt die Funktion f genau zwei lokale Extrema, namlich die bei-
den (isolierten) lokalen Maxima in den Punkten (—1,+2).

Wir betrachten das Verhalten von der Funktion f auf der Winkelhalbieren-
den {(¢,t) | t € R*} des 1. Quadranten und erhalten

f(tt)—1~|—t3 1 t2_t3 1,1 1 1 .
VTS T E T 2~ T3 B 162 ) e O
N <~ =~

—00

—0 —0 —0

damit ist f nicht nach oben beschrankt.
Die gegebene Funktion
fiRP =R, flry) =22" +y* —zy’,

ist (als Polynomfunktion) zweimal stetig partiell differenzierbar, und fiir alle
(z,y) € R? gilt

of(z,y) =4z —y? und Oof(x,y) =2y —2zy

sowie
0o f(x,y) =4 und DOsf(x,y) =2 —2x
und
8281f(xa y) =—-2y= alaZf(xv y),
also
grad f(z,y) = (42— 9%, 2y —2zy)
und

Hess f(z,y) = (—gy 2—_223/36) )
Fiir eine kritische Stelle (z,y) € R? von f gilt grad f(z,y) = (0,0), also
4 —y* =0 und 2y —2zy = 0;
wegen
2y —2zxy=0 <= 2y(l—2)=0 <= y=0 oder z=1

sowie



e im Falle y =0
dr -y =0 <= 4do0=0 < =0
e und im Falle z =1
dr—yP? =0 = 4—9* =0 <= Y =4 < y=+2
besitzt f genau die drei kritischen Stellen (0,0) sowie (1,2) und (1, —2); nur

diese kommen als lokale Extrema von f in Frage:

o Es gilt

grad f(0,0) = (0,0) und Hess f(0,0) = <g g) ;

damit besitzt Hess f (0,0) die beiden positiven Eigenwerte 4 und 2 und
ist folglich positiv definit. Daher besitzt f in (0, 0) ein lokales Minimum.

o Es gilt
4 —4
grad f (1,2) = (0,0) und Hessf(1,2) = (_4 0 ) ;

damit besitzt Hess f (1,2) die negative Determinante —16 und ist folg-
lich indefinit. Daher besitzt f in (1,2) einen Sattelpunkt, insbesondere
also kein lokales Extremum.

e Es gilt
4 4
grad f (1,—2) = (0,0) und Hessf(1,-2) = (4 0) ;

damit besitzt Hess f (1, —2) die negative Determinante —16 und ist folg-
lich indefinit. Daher besitzt f in (1, —2) einen Sattelpunkt, insbesondere
also kein lokales Extremum.

Damit besitzt f genau ein lokales Extremum, néamlich ein lokales Minimum
in (0,0).

Wegen
f0,t)=2-0*+t*—0-t* =t* — 400

t—o00

ist f nicht nach oben beschriankt, besitzt also insbesondere kein globales
Maximum, und wegen

f2,t)=2-22 4+ 2. =8—1* — —o0

t—o0

ist f nicht nach unten beschriankt, besitzt also insbesondere kein globales
Minimum.



15. Die gegebene Funktion
f R xRT 5 R, f(z,y) =a¥ —y* =V "% — =0y,

ist (als Differenz sowie Produkt und Komposition einer linearen Funktion sowie
der Exponentialfunktionen und des natiirlichen Logarithmus) selbst beliebig oft
stetig partiell differenzierbar, und fiir alle (x,y) € R x R* gilt

O f(w,y) = e Ly
X

und .
Oof(x,y) = eV Ing — Y. =
wegen
e
O f(ee) =eme.— —efMelne=¢-1—¢“-1=0
e
und

82f(e,e):eelne-lne—edne-g:66-1—66-1:0,
e

also grad f(e,e) = (0,0), ist (e, e) ein kritischer Punkt von f. Ferner gilt

0101 f(z,y) = ((eylnx . E) Yy ey (_ Yy )) — ety (I y)?

xz) x 2

und

550 z, :eylnx' lnxQ_<(exlny.£>_£+6xlny_<_£)>
202f (4, y) (Inz) vy 2

sowie

D01 f(x,y) = ((eylnx Inz) - Y4 eyhna, 1) _

x x
1

- (<emlny : f) Iny 4 e MY —> = 0102f (x,y)
Yy Yy

fir alle (z,y) € RT x RT. Wegen

oon(ee) = (- ©) - L eme (<)) — e (no)? = e
und

Oaaf(e,e) = e (lne)’ — ((eme ) S ertne (Z 5 ) ) = e
sowie

D10xf (e,€) = D01 f(e,e) =

1 1
— ((eelne '1116) . E_I_eelne' _) _ ((eelne . E) -1116—{—661116 . _) =0
(& (& (& €
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besitzt die Hessematrix von f im Punkt (e, e) die Diagonalgestalt

)
_ alalf(e>€) 3132f(€,€) et 0 2%2
Hess f(e,e) = (azal Fle,e) Budafle, )) < 0 ee—1> €R

mit dem positiven Eigenwert e~! und dem negativen Eigenwert —e®~!; folglich

ist Hess f(e, e) indefinit, und f besitzt in (e, e) einen Sattelpunkt, insbesondere
also weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

a) Die Nullstellenmenge Ny der gegebenen Funktion
fiRP =R, flry) =2* (2" +y* - 2),
besteht wegen
fla,y) =0 < 22 (2 +y°—2) =0 <
— 22=0 oder *+9*—2=0 < =0 oder 2°+¢y*=2
fiir alle (x,y) € R? genau aus der y—Achse z = 0 und aus der Kreislinie
2% +y? = 2 um den Ursprung mit Radius r = v/2. Fiir alle (z,y) € R?\ N;
gilt x # 0, also 2% > 0, und damit
flzy) >0 <= 2> (2" +y*—2) >0 <
= 22+t —2>0 < 22+ >2
sowie
flzy) <0 <= 2* (2" +y*—2) <0 <
= PP -2<0 = 22+t <2

Y




b) Die Funktion f ist (als Polynomfunktion) beliebig oft stetig partiell diffe-
renzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt wegen

flz,y) =2* (2> + y* — 2) =2 + 2°y° — 227

zum einen
grad f(z,y) = (42° + 22y — 4z, 227y)

und zum anderen

2 2 _
Hess f(z,y) = <12x T2yt =4 4:Ey> .

4xy 222

Damit kommen als lokale Extremstellen von f lediglich die kritischen Stellen
von f, also die Nullstellen von grad f in Frage: fiir alle (a,b) € R? mit a = 0
ist grad f(a,b) = (0,0), und fiir alle (a,b) € R? mit a # 0 gilt

grad f(a,b) = (0,0) <= 4a®+2ab* —4a =0 und 2a%b =0
< 2¢°+b°—2=0 und b=0
< a’*=1und b=0
<~ (a,b) = (£1,0).

GemiB der Skizze von a) ergibt sich dabei fiir alle (a,b) € R? mit a = 0:
o Fiir [b| < 2ist r = v/2 — |b| > 0, und fiir alle (z,y) € K,.(0,b) gilt
f(z,y) < 0= f(0,b); damit besitzt f in (0,b) ein lokales Maximum.
e Fiir [b| > /2 ist 7 = |b| — /2 > 0, und fiir alle (z,y) € K,(0,b) gilt
f(z,y) > 0= f(0,b); damit besitzt f in (0,b) ein lokales Minimum.
e Fiir |b] = /2 gibt es fiir jedes r > 0 in K,(0,b) Punkte (2',y') mit
f(@',y") < 0= f(0,b) und Punkte (z”,3”) mit f(z”,y") > 0 = f(0,b);
damit besitzt f in (0,b) kein Extremum.

Des weiteren besitzt
8 0
Hess f(£1,0) = (O 2>

zwei positive Eigenwerte und ist damit positiv definit; folglich besitzt f in
(£1,0) isolierte lokale Minima.



