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1. a) Die Funktion
f : R2 → R, f(x1, x2) = x1 · |x1 − x2|,

ist als Produkt und Verkettung von Polynomfunktionen sowie der Betrags-
funktion selbst stetig; genauer gilt: die beiden Polynomfunktionen

f1 : R2 → R, f1(x1, x2) = x1, und f2 : R2 → R, f2(x1, x2) = x1 − x2,

sind stetig, und wegen der Stetigkeit des Betrags f3 : R→ R, f3(t) = |t|, ist
auch die Verknüpfung

f4 = f3 ◦ f2 : R2 → R, f4(x1, x2) = |x1 − x2| ,

und damit schießlich das Produkt

f = f1 · f4 : R2 → R, f(x1, x2) = x1 · |x1 − x2|,

stetig.

b) Die Funktion
g : R2 → R, g(x1, x2) = sin x1 · cosx2,

ist als Produkt und Verkettung von Monomfunktionen sowie des Sinus und
des Cosinus selbst stetig; genauer gilt: die beiden Monomfunktionen

g1 : R2 → R, g1(x1, x2) = x1, und g2 : R2 → R, g2(x1, x2) = x2,

sind stetig, und wegen der Stetigkeit des Sinus sin sowie des Cosinus cos
sind auch die Verknüpfungen

g3 = sin ◦g1 : R2 → R, g3(x1, x2) = sinx1,

und
g4 = cos ◦f2 : R2 → R, g4(x1, x2) = cos x2,

und damit schießlich das Produkt

g = g3 · g4 : R2 → R, g(x1, x2) = sinx1 · cosx2,

stetig.



c) Die Funktion

h : R2 → R, h(x1, x2) =

{
x1 x2√
x21+x

2
2

, für (x1, x2) 6= (0, 0),

0, für (x1, x2) = (0, 0),

ist zunächst an allen Stellen a 6= (0, 0) als Quotient und Verkettung von
Polynomfunktionen sowie der Wurzelfunktion selbst stetig. Darüber hinaus
gilt für alle x = (x1, x2) 6= (0, 0) zunächst x22 ≤ x21+x22, also |x2| ≤

√
x21 + x22,

und damit

|h(x1, x2)− h(0, 0)| =

∣∣∣∣∣ x1 x2√
x21 + x22

∣∣∣∣∣ = |x1| ·
|x2|√
x21 + x22︸ ︷︷ ︸
≤1

≤ |x1| −→
x→0

0

und damit insbesondere h(x)→ h(0) für x→ 0; also ist h auch an der Stelle
a = (0, 0) stetig.

d) Die Funktion

k : R2 → R, k(x1, x2) =

{
x1 sin(x1 x2)

x21+x
2
2

, für (x1, x2) 6= (0, 0),

0, für (x1, x2) = (0, 0).

ist zunächst an allen Stellen a 6= (0, 0) als Quotient und Verkettung von
Polynomfunktionen sowie der Sinusfunktion selbst stetig. Darüber hinaus
gilt für alle x = (x1, x2) 6= (0, 0) zunächst | sin(x1 x2)| ≤ |x1 x2| und damit

|k(x1, x2)− k(0, 0)| =
∣∣∣∣x1 sin(x1 x2)

x21 + x22

∣∣∣∣ =

=
|x1|

x21 + x22
· | sin(x1 x2)|︸ ︷︷ ︸
≤|x1|·|x2|

≤ x21
x21 + x22︸ ︷︷ ︸
≤1

·|x2| ≤ |x2| −→
x→0

0

und damit insbesondere k(x)→ k(0) für x→ 0; also ist k auch an der Stelle
a = (0, 0) stetig.

2. a) Sei s ∈ R. Für t = 0 ist fs(t) = f(0, 0) = 1, und für t 6= 0 ist

fs(t) = f(t, s t) = exp

(
−(s t)2

t

)
= exp(−s2 t);

somit erhält man also einheitlich

fs : R→ R, fs(t) = exp(−s2 t).

Damit ist fs als Verknüpfung der Exponentialfunktion exp und der linearen
Funktion hs : R→ R, hs(t) = −s2 t, insbesondere stetig.



b) Gemäß a) ist für jedes s ∈ R die Funktion fs : R → R, fs(t) = f(t, st),
welche das Verhalten der Funktion f : R2 → R auf den Punkten (t, st) der
Ursprungsgeraden y = s x mit der Steigung s beschreibt, stetig; dennoch
erweist sich die Funktion f als nicht stetig an der Stelle (0, 0): wegen

lim
n→∞

1

n2
= 0 und lim

n→∞

1

n
= 0

konvergiert die Punktfolge

(an)n∈N mit an =

(
1

n2
,

1

n

)
∈ R2

gegen (0, 0); für alle n ∈ N ergibt sich aber

f(an) = f

(
1

n2
,

1

n

)
= exp

(
−

( 1
n
)2

1
n2

)
= exp

(
−

1
n2

1
n2

)
= exp(−1) =

1

e
,

also

lim
n→∞

f(an) =
1

e
6= 1 = f(0, 0).

3. a) Die gegebene Menge

D =
{

(x, y) ∈ R2 | x+ y ≥ 0 und x2 + y2 = 3
}

beinhaltet genau diejenigen Punkte der Kreislinie x2 + y2 = 3 mit dem
Mittelpunkt (0, 0) und dem Radius

√
3, die auf oder oberhalb der zweiten

Winkelhalbierenden y = −x liegen:

-
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b) Die Menge D ⊆ R2 ist abgeschlossen und beschränkt, mithin kompakt, und
die gegebene Funktion

f : D → R, f(x, y) = exp(x+ y),

ist als Komposition der Exponentialfunktion und einer linearen Funktion
stetig; folglich nimmt die Funktion f nach dem Satz von Weierstraß ihr
Maximum und ihr Minimum an.

c) Für einen Punkt (x, y) ∈ D betrachten wir seine Polarkoordinaten

x = r cosϕ und y = r sinϕ mit r =
√

3 und ϕ ∈
[
−π

4
;
3π

4

]
und erhalten

f(x, y) = f
(√

3 cosϕ,
√

3 sinϕ
)

= exp
(√

3 cosϕ+
√

3 sinϕ
)
.

Die (als Komposition der Exponenentialfunktion und einer Linearkombina-
tion von Cosinus und Sinus) differenzierbare Hilfsfunktion

h :

[
−π

4
;
3π

4

]
→ R, h(ϕ) = exp

(√
3 cosϕ+

√
3 sinϕ

)
,

kann ihre Extrema in den beiden Randpunkten −π
4

und 3π
4

des Definitions-
intervalls

[
−π

4
; 3π

4

]
sowie in den Nullstellen ihrer Ableitung h′ mit

h′(ϕ) = exp
(√

3 cosϕ+
√

3 sinϕ
)
·
(
−
√

3 sinϕ+
√

3 cosϕ
)

für alle ϕ ∈
[
−π

4
; 3π

4

]
annehmen; dabei gilt

h′(ϕ) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ exp
(√

3 cosϕ+
√

3 sinϕ
)

︸ ︷︷ ︸
>0

·
(
−
√

3 sinϕ+
√

3 cosϕ
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ −
√

3 sinϕ+
√

3 cosϕ = 0 ⇐⇒ cosϕ = sinϕ ⇐⇒ ϕ =
π

4
.

Damit kommen als globale Extremstellen von f nur die Punkte
(√

6
2

;−
√
6
2

)
und

(
−
√
6
2

;
√
6
2

)
sowie

(√
6
2

;
√
6
2

)
in Frage; die Wertetabelle

(x, y)
(√

6
2

;−
√
6
2

) (
−
√
6
2

;
√
6
2

) (√
6
2

;
√
6
2

)
f(x, y) 1 1 e

√
6

zeigt, daß die Funktion f ihr globales Maximum e
√
6 im Punkt

(√
6
2

;
√
6
2

)
sowie ihr globales Minimum 1 in den Punkten

(√
6
2

;−
√
6
2

)
und

(
−
√
6
2

;
√
6
2

)
annimmt.



4. Der Rand der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe

B =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1
}

ist die Kreislinie
∂B =

{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1

}
um dem Mittelpunkt (0, 0) mit dem Radius r = 1; wir wählen für ∂B ⊆ B die
Parametrisierung über die Kurve

ϕ : [0, 2π]→ R2, ϕ(t) = (cos t, sin t) .

Damit ist die Funktion
h = f ◦ ϕ : [0, 2π]→ R

als Verknüpfung der beiden stetigen Funktionen ϕ : [0, 2π]→ R2 und f : B → R
mit Wϕ = ∂B ⊆ Df selbst stetig, und es gilt

h(0) = f(ϕ(0)) = f(1, 0) = 1 und h(2π) = f(ϕ(2π)) = f(1, 0) = 1

sowie
h(π) = f(ϕ(π)) = f(−1, 0) = −1.

Folglich besitzt die Funktion h nach dem Nullstellensatz eine Nullstelle ξ1 ∈ ]0, π[
und eine Nullstelle ξ2 ∈ ]π, 2π[; damit ist aber p1 = ϕ(ξ1) ein Punkt von ∂B
oberhalb der x–Achse mit

f(p1) = f(ϕ(ξ1)) = h(ξ1) = 0

sowie p2 = ϕ(ξ2) ein Punkt von ∂B unterhalb der x–Achse ebenfalls mit

f(p2) = f(ϕ(ξ2)) = h(ξ2) = 0,

womit f auf dem Rand von B mindestens zwei voneinander verschiedene Null-
stellen besitzt.


