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1. a) Die Funktion
[iRP =R, fry,9) =21 - |21 — 3o,

ist als Produkt und Verkettung von Polynomfunktionen sowie der Betrags-
funktion selbst stetig; genauer gilt: die beiden Polynomfunktionen

i ' R? — R, fi(w1,22) =21, und fo: R? — R, fo(z1,22) = 1 — 22,

sind stetig, und wegen der Stetigkeit des Betrags f3: R — R, f3(t) = [t], ist
auch die Verkniipfung

fa=fszofa 3R2—>R, f4(5517$2) = ’551—372\,
und damit schieB3lich das Produkt
f:fl'f43R2—>R7 f($1,902):951'$1—xz7

stetig.

b) Die Funktion
g:R* =R, g(x1,15) = sinx - cos zy,

ist als Produkt und Verkettung von Monomfunktionen sowie des Sinus und
des Cosinus selbst stetig; genauer gilt: die beiden Monomfunktionen

g1 R? — R, 91(371,@) =z, und go: R? — R, 92(371,372) = T,

sind stetig, und wegen der Stetigkeit des Sinus sin sowie des Cosinus cos
sind auch die Verkniipfungen

. 2 .
gz =sinog; : R* - R, g3(xq1,z2) = sinzy,

und
g4 = COSOfy: R?* — R,  ga(z1,22) = coszy,

und damit schieBlich das Produkt
g=93-94: R? — R, g(xl,xg) = sinxy - COS Tg,

stetig.



c)

Die Funktion

—Lz_ - fiir (21, 22) # (0,0),
h:R* =R, h(xg,xy) =4 VEts 122) 7 0.0)
0, fir (zq,22) = (0,0),

ist zundchst an allen Stellen a # (0,0) als Quotient und Verkettung von
Polynomfunktionen sowie der Wurzelfunktion selbst stetig. Dariiber hinaus
gilt fiir alle x = (2, 25) # (0,0) zunéchst 22 < 22+22, also |zy| < /22 + 23,
und damit

1T X
[B(21,23) = B(0,0)| = | —=—==5 | = |z]- ’22’ = <|o| — 0
\/ T+ 5 Ty + x5 z—0
<1

und damit insbesondere h(z) — h(0) fiir x — 0; also ist h auch an der Stelle
a = (0,0) stetig.

Die Funktion

1 Si;l(.’l?12x2) i 0.0
k:R? — R, k(zy,20) = 24ag 0 b (z1,22) # (0,0),
Oa fiir ({L‘hZL’Q) = (070)

ist zundchst an allen Stellen a # (0,0) als Quotient und Verkettung von
Polynomfunktionen sowie der Sinusfunktion selbst stetig. Dariiber hinaus
gilt fiir alle x = (21, 25) # (0,0) zunéchst | sin(zy x2)| < |1 9| und damit

xq sin(zy xg)

[F(21,22) = K(0,0)] =

2 2
ri + x5

2
21l -] sin(zy xe)| < l

) 2 2 2
T+ Ty ————— X7 T T3
<lza|-|wz|

Jza| <ol — 0
z—0
<1

und damit insbesondere k(z) — k(0) fiir x — 0; also ist k auch an der Stelle
a = (0,0) stetig.

Sei s € R. Fiir t = 0 ist f(t) = f(0, 0) = 1, und fiir ¢ # 0 ist

(st)?

t

£u(t) = f(t, 1) = exp (— ) — exp(~1):

somit erhalt man also einheitlich
forR=R, fi(t) = exp(—s°t).

Damit ist f, als Verkniipfung der Exponentialfunktion exp und der linearen
Funktion h, : R — R, h,(t) = —s?t, insbesondere stetig.



b)

GeméB a) ist fiir jedes s € R die Funktion f; : R — R, fi(t) = f(¢, st),
welche das Verhalten der Funktion f : R? — R auf den Punkten (¢, st) der
Ursprungsgeraden y = sz mit der Steigung s beschreibt, stetig; dennoch
erweist sich die Funktion f als nicht stetig an der Stelle (0,0): wegen

lim — =0 und lim — =0
konvergiert die Punktfolge
1 1
(Gn)nen mit ay, = <— —) € R?
n
gegen (0,0); fiir alle n € N ergibt sich aber

flan) = f (% %) = exp (—@2) = exp (—%) =exp(—1) = é

also

lim f(an>:é7£1:f(070)'

n—oo
Die gegebene Menge
D={(z,y) eR’|z+y >0 und 2°+y*> =3}
beinhaltet genau diejenigen Punkte der Kreislinie 22 + y?> = 3 mit dem

Mittelpunkt (0,0) und dem Radius v/3, die auf oder oberhalb der zweiten
Winkelhalbierenden y = —xz liegen:

v Y




b)

Die Menge D C R? ist abgeschlossen und beschréinkt, mithin kompakt, und
die gegebene Funktion

f:D—=R, f(v,y)=exp(r+y),

ist als Komposition der Exponentialfunktion und einer linearen Funktion
stetig; folglich nimmt die Funktion f nach dem Satz von Weierstrafl ihr
Maximum und ihr Minimum an.

Fiir einen Punkt (z,y) € D betrachten wir seine Polarkoordinaten
. : T 37
zt=rcose und y=rsing mit r=+3 und ¢e [—Z; Z}
und erhalten

flz,y)=f (ﬁcosw,@singp) = exp <\/§cos<p+ \/gsingo) .

Die (als Komposition der Exponenentialfunktion und einer Linearkombina-
tion von Cosinus und Sinus) differenzierbare Hilfsfunktion

h: [—%,%} — R, h(p) =exp (\/gcosgo—k\/gsin@),

kann ihre Extrema in den beiden Randpunkten —% und ?jf des Definitions-

intervalls [—%; %} sowie in den Nullstellen ihrer Ableitung A’ mit

h'(p) = exp <\/§cos<p+ \/§singp> : (—\/§sin<p+ V3 cos go)

3

fiir alle p € [—%; I] annehmen; dabei gilt

W(p) =0 <
<= exp <\/§COS@+\/§singp>.<_\/§singp+\/§COSS0> N

(.

~~

>0
= —\/gsin<,0+ \/gcosgo =0 &< cosp=siny <= ¢ = %
Damit kommen als globale Extremstellen von f nur die Punkte (‘/76; —‘/76>

und (—@' @> sowie (ﬁ' @> in Frage; die Wertetabelle

272 272
V6. V6 V6. V6 V6. V6
@) | (Fio9) | (8) | ($:9)
f(z,y) H 1 ‘ 1 ‘ eV
zeigt, dafl die Funktion f ihr globales Maximum eV® im Punkt (\/76; ‘/76)
sowie ihr globales Minimum 1 in den Punkten (‘/76; —76> und (—‘/76; \/76)

annimmt.



4. Der Rand der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe
B={(z,y) eR?* | 2” +¢* <1}

ist die Kreislinie
OB ={(z,y) e R* | 2* + y* =1}

um dem Mittelpunkt (0,0) mit dem Radius r = 1; wir wéhlen fir 0B C B die
Parametrisierung iiber die Kurve

¢ :[0,27] = R (t) = (cost, sint).

Damit ist die Funktion
h=foyp:[0,2r] - R

als Verkniipfung der beiden stetigen Funktionen ¢ : [0,27] -+ R* und f: B -+ R
mit W, = 0B C Dy selbst stetig, und es gilt

h0) = f(p(0)) = f(1,0) =1 und  h(27) = f(p(2m)) = f(1,0) =1

sowie
h(m) = fle(m) = f(=1,0) = —1.
Folglich besitzt die Funktion h nach dem Nullstellensatz eine Nullstelle &; € 0, 7]

und eine Nullstelle & € |m, 27[; damit ist aber p; = ¢(&;) ein Punkt von 0B
oberhalb der z—Achse mit

f(p1) = f(e(&)) =h(&) =0

sowie py = (&) ein Punkt von 0B unterhalb der x—Achse ebenfalls mit

f(p2) = f(p(&)) = h(&) =0,

womit f auf dem Rand von B mindestens zwei voneinander verschiedene Null-
stellen besitzt.



