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41. a) Die Matrix S € R**3 ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spalten eine
Orthonormalbasis des euklidischen R? bilden; dabei gilt

2 1
1] L 2 <:,>2'1—|—1'2—|-2‘532:0<:,>$32:—27
2 S392

und in diesem Fall sind die beiden ersten Spalten von S wegen
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gilt. Folglich gibt es mit
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genau zwei orthogonale Matrizen von der gesuchten Gestalt.

b) Geméif a) bilden die Spalten der orthogonalen Matrix
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ein Rechtssystem, und damit gilt det(S;) = 1; folglich beschreibt die lineare
Abbildung lg, : R®* — R3 {5 (z) = Sy - z, eine Drehung. Die Drehach-
se a stimmt als Fixpunktmenge von ¢, mit dem Eigenraum von S; zum
Eigenwert A = 1 iiberein; wegen
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ist alsoa =R - | 1 |. Fiir den Drehwinkel ¢ von /g, gilt
0
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Ferner bilden gemifl a) die Spalten der orthogonalen Matrix
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ein Linkssystem, und damit gilt det(Ss) = —1; folglich beschreibt die lineare
Abbildung /s, : R® — R3, (g,(x) = S, - x, keine Drehung.

Die orthogonale Matrix
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ist wegen S, = S, symmetrisch, und damit beschreibt die lineare Abbildung
ls, : R® = R lg,(x) = Sy - x, eine Orthogonalspiegelung am Eigenraum
E = Eig(S3,1) von Sy zum Eigenwert A = 1; wegen
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ergibt sich
dimF =3 —Rang(So—1-FE;3)=3—-1=2,

so daf3
E={zeR’: -z +x+ 223 =0}



42.

eine Ebene ist. Ferner ist S; wegen S| # S nicht symmetrisch, so daf die li-
neare Abbildung /g, : R®* — R3, /g, (z) = S; -, keine Orthogonalspiegelung,
insbesondere also keine Ebenenspiegelung beschreibt.

Die Matrix
2 -1 2
S;==1-1 2 2| eR¥
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ist wegen S|'S; = F3 orthogonal und wegen S| = S; symmetrisch. Damit
beschreibt die Abbildung s; : R — R3, s(x) = S; - x, die Spiegelung am
Eigenraum Eig(Si;1) von S; zum Eigenwert 1; wegen

1 -1 -1 2 11 -2
2 2 -4 00 0

ist also s; die Spiegelung an der Ebene E; : 1 + x5 — 223 = 0.

Die gegebene Ebene E5 : 1 — 3 = 0 besitzt das orthogonale Komplement
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Fiir x € R3 betrachten wir die Zerlegung
r=_u +_u mit uU=A-v fir ein A\ € R,
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woraus wegen
Try — A
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zunéchst
(k1 —=A) — (z3+A) =0, also T, — X3 = 2\,

folgt. Somit ist
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c) Fiir die Komposition d = sy 051 : R? — R? d(z) = S -z, gilt
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((B+8+ (1) = (-4 + (-4 +(-4)) =1

eine Drehung beschreibt. Wegen
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ist R- [ 1] die Drehachse von d, und fiir den Drehwinkel o € [0, 7] gilt
1

1
2 coso + 1 = Spur(S) = 2, also O8O = o

es ist also d eine Drehung um einen Drehwinkel o = +7%.

43. Wir betrachten den euklidischen Vektorraum R?3, versehen mit dem Standard-
skalarprodukt o.

a) Die beiden gegebenen Vektoren

2 0
vy = |2 und = |1] eR?
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sind keine skalaren Vielfachen voneinander und folglich linear unabhéngig;
das Gram—Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren liefert dann im er-

sten Schritt a; = v; mit [ja;|| = 3, also
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b= —a == | 2],
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sowie im zweiten Schritt
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mit [Jaz|| = 1, also
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Folglich sind by, by ein Orthonormalsystem von (R3, o) mit

<b1> = <U1> UIld <b1, bg> = <U1,U2>,

und mit
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bilden by, by, b3 eine Orthonormalbasis (Rechtssystem) von (R?, o).

Zu bestimmen ist eine (orthogonale) Matrix D € R3*3, so dafl die lineare
Abbildung
fp:R* =R’ fp(z)=Du,

eine Drehung um den Winkel ¢ mit cos¢ = 2 (also sing = £%) mit der

Drehachse R-v; beschreibt; damit besitzt fp beziiglich der in a) bestimmten
Orthonormalbasis by, by, b3 von (R3, o) etwa die darstellende Matrix

1 0 0 1 5 0 0
M=10 cosp —sinp| = 5 0 3 —4| € O3(R).
0 sing cose 0 4 3
Mit der orthogonalen Matrix
1 2 =2 1
P - (bl,bg,bg) - g 2 1 —2 € Og(R)
1 2 2

gilt gemif dem Basiswechsel M = PTD P und damit
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44. a) Mit der Drehmatrix

o cos% —sin% B % —%\/g B2
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ergibt sich
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damit beschreibt eine lineare Abbildung d : R — R3, die beziiglich einer
Orthonormalbasis by, ba, by von (R3 o) die darstellende Matrix M € R3*3
besitzt, eine Drehung mit der Drehachse R - b3 und dem Drehwinkel ¢ = .

Wegen
1 1 1 1 -1
—1]ol1] =0 und -1l x(1] = 1
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konnen wir also
1 -1 1
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by 11, b 1 bs -1

wéhlen; bei der Reihenfolge by, b1, b3 wird die entsprechende Drehung mit
dem entgegengesetzten Drehsinn betrachtet.
b) Mit der orthogonalen Matrix
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ergibt sich fiir die darstellende Matrix von d beziiglich der Standardbasis ey,
ez, €3 von R? also fiir die Abbildungsmatrix A € R¥*® von d mit d(z) = A-z
fiir alle z € R3, iiber den Basiswechsel PTAP = M damit
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fiir die entsprechende Drehung mit dem entgegengesetzten Drehsinn erhélt
man die Abbildungsmatrix AT = A=! € O3(R).



c) Es ist nicht moglich, dass die Drehung d : R® — R? beziiglich einer Basis ¢,
¢a, c3 von R? eine darstellende Matrix in Diagonalgestalt besitzt; ansonsten
wiire der Endomorphismus d von R?® und damit jede seiner darstellenden
Matrizen, also auch die Matrix M € R3*3 diagonalisierbar. Dies ist aber
nicht der Fall, da ihr charakteristisches Polynom

Loy L3 0

Laplace
XMO‘) = det(M - A E3) = %\/g % - 0 3. %eile
0 0 1—-A
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nicht vollstandig in Linearfaktoren zerfallt.



