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37. Die gegebene Ebene E = (v, v9) mit den beiden (linear unabhéngigen) Vektoren

1 1
vy=10 und ve=1[1] eR?
2 0

besitzt das orthogonale Komplement

1 1 —2
Et = (v3) mit vy=v xve= (0] x|1]=]2]cR?
2 0 1

und folglich die Darstellung
E={zeR’| 22142z, +23=0}.

Fiir € R3 betrachten wir die Zerlegung

r=_u +_u mit U= \-v3 fir ein A\ € R,
~—
€E et

woraus wegen

$1+2)\
U= —ANv3=|x22—2A| €F
133—)\
zunéchst
=2 (1 +2N) +2 (22 —2N) + (23— \) =0,
also

—2x; +229 +23 =9\ und damit A\ = %(—2371 + 219 + x3)
folgt. Somit ist

sp(r) = u—u=(@—A-v3) —A-v3=a—2\-uv3
T —2- ( 221 4+ 229 + 23) - (—2)
= xg—— —2x1 + 229 + 23) - 2
3—‘ -2z + 229+ 23) - 1
1 r1+8xy+ 43
= 9 8x1+x9—4dxs | =A-x

4£L'1 —4£L'2 +7{L‘3



(1 8 4
A:§ 8 1 —4] eR¥>3,
4 —4 7

38. Es wird der euklidische R* mit dem Standardskalarprodukt o betrachtet.

a) Die beiden gegebenen Vektoren vy, vy € R? sind gemif

1 0
v 0 vy = _01 o _11 =1-0+(-1)-1+0-(-1)+1-1=0
1 1

orthogonal, so dafl der davon erzeugte Untervektorraum U = (v;,v,) C R*
die Orthonormalbasis

1 0

b 1 1 1-1 b 1 1 1
1= = ;o b= = —

lon YERI o2 V3| 1

1 1

besitzt. Mit der Hilfsmatrix B = (v1, vy) € R¥*? gilt ferner

Ut={zeR*|B'z=0},

BT*1_101W10_12
~\0 1 -1 1)1m\0 1 -1 1

-2

-1
0
1

und wegen

'1)3: ’U4:

O ===

eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U in R*; wir unterwerfen
diese dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten

1 1
1 . 1 1 1
azg=wvz = [ [ mit las| = v/3, also b3=—Ha H'CL:«::% ik
3
0 0
sowie
—2 1 ~1
—1 -3 1 |1 0
a=vi—(iob) b= | | =2 =]
1 0 1



—1
]| V3l 1
1
so daB by, by wegen (bs,bs) = (v3,v4) eine Orthonormalbasis von U™ ist.

Insgesamt ist by, bo, b3, by eine Orthonormalbasis von (R%, o).

b) Fiir die Spiegelung sy : R* — R* am Untervektorraum U C R* gilt
SU(bl) =b; und SU(bg) =by fir bl, by e U

sowie

SU(bg) = —b3 und SU(b4) = —b, fir bg, by € UL;
fiir die Abbildungsmatrix A € R*** von sy gilt demnach

A-by=0b;, A-by=0by sowie A-b3=—bs, A-by=—by,
und mit den beiden Hilfsmatrizen
P = (b1, by, b3,bs) € O4(R) und Q = (b1, by, —b3, —bg) € O4(R)
ergibt sich
A-P=A-(by,by, b3, by) = (A-by, A-by, A-b3, A-by) = (b1, ba, —b3, —by) = Q,

also
A= QP! = @Q-P'=
PeO4(R)
1 0O -1 1 1 -1 0 1
. i -1 1 -1 0 L 0 I -1 1|
N v3l 0o -1 -1 -1 V3l 1 1 1 0]
1 1 0 -1 -1 0 1 1
-1 -2 0 2
11-2 1 -2 0
=30 —2 -1 —2| OB
2 0o -2 1
a) Die gegebene Matrix
1 -2 =2
S=-|-2 1 -2 cR>
-2 =2 1
ist gemaf
1 1 -2 =2 1 -2 =2 100
S-ST:§ -2 1 =2]-=(-2 1 —2|=(010]|==E
-2 =2 1 -2 =2 1 0 01



40.

orthogonal sowie gem#fl ST = S auch symmetrisch; damit beschreibt S eine
Spiegelung im R?® am Eigenraum U = Eig(S,1) von S zum Eigenwert A\ = 1.
Wegen

L f1-3 -2 -2 f 111 111
S—l-E3:§ -2 1-3 =2 ;»’ 11 1]~ (000
-2 -2 1-3) =M \1 11 000

ist
dimU =3 —Rang(S—1-F3)=3—-1=2;

damit ist U eine Ebene, und es gilt
U:{$ER3’$1+£L‘2+$3:0}.

Die Eintrige auf der Hauptdiagonale der gegebenen Diagonalmatrix

-1 0 0
D=0 0 0] R
0 0 2
stimmen mit ihren Eigenwerten A\; = —1, Ay = 0 und A3 = 2 iiberein. Ferner

ist die Matrix S € R3*3? gemif} a) sowohl symmetrisch als auch orthogonal,
so dafl die zu betrachtende Matrix A € R3*? gemif

A=S-D.-S = ST.D-.S St.D.S
ST=8 S

g

zur Matrix D ahnlich ist; folglich besitzt A dieselben Eigenwerte wie D, also
)\1:—17 )\2:0und)\3:2.

Die gegebene Ebene F = {z € R? | 221 — x5 — x3 = 0} besitzt das orthogo-
nale Komplement

Fiir z € R? betrachten wir die Zerlegung

r=_u +\ ug fiir ein A eER,

S5 cEplL
woraus wegen
I1—2>\
u=x—ANug=| z2+\ | €FE
I3+)\

zunachst

2(x1 —2\) — (z2+ A\) — (3 + A) =0, also  2xy — 29 — 13 = 6A,



und damit \ = é (221 — x5 — x3) folgt. Somit ist

371—%(2331—1’2—1'3)'2
o(x) =2 -2 up= 22— 22 —2o —a3) - (1) | =
JIg-%(ZZEl—CL’Q—l'g)'(—]_)

1 2 2
—§$1 + 51‘2 + 5%’3

= %xl—f-%l’g—%lﬂg :Aa-x
5371 — 3%2 + 373
mit
1 -1 2 2
A, == 2 2 -1
3\e 1 2

Des weiteren besitzt die gegebene Gerade

0
g=R-u, mit ug =\ 1
-1

das orthogonale Komplement g+ = {z € R® | 29 — 23 = 0}. Fiir z € R?
betrachten wir die Zerlegung

T=f-Uug+ U fiir ein uweR,
~—~—
€ €9t
g
woraus wegen
x
~ . 1
U=T— U= |T2—p] €9
3+ U

zunéchst
(o —p) — (w3 +p) =0, also Ty — T3 = 2,

und damit p = 3 (z2 — x3) folgt. Somit ist

(1'2 — £C3) -0 — T —X1
z)=2pu, — o = (g —x3) - 1 — 29 =|-z3| =45z
(1?2 — Ig) : (-1) — T3 —X2
mit
-1 0 0
As=10 0 -1
0 -1 0

Die Hintereinanderausfiihrung ¢ = o046 besitzt damit die Abbildungsmatrix

1 2 2\ /=1 0 0 1 -2 -2
A=A, As=112 2 —1|l0o 0 —1|=1f-2 1 -2
2 -1 2 0 -1 0 2 -2 1



Die Abbildungsmatrix A von ¢ ist wegen

1 -2 -2 1 -2 -2 1
ATA=4[-2 1 -2 -2 1 =2|={0
-2 -2 1 -2 -2 1 0

W=

o = O

0
O :Eg
1

orthogonal und wegen A" = A symmetrisch; folglich ist ¢ die Orthogonal-
spiegelung in (R3, o) am Unterraum

U =Eig(A;1)  mit Ut = Eig(4; -1).

Wegen
-2 =2 =2 111
A—I-E3:§ -2 -2 =2~ [0 00
-2 -2 =2 0 00

ist Rang(A — E3) = 1, also dim Eig(A4; 1) = 2; folglich ist U eine Ebene, und
es gilt
U={reR |z +z2+2x3=0}.



