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33. a) Die gegebene Matrix
ist wegen

orthogonal und besitzt dabei die Gestalt der Spiegelungsmatrix

_ [cosp  sing . 3 . _
Sy = <singp  con S0> mit cosp =% und sing

(SN

Damit ist der Endomorphismus f : R* — R?, f(z) = A - z, eine Geraden-
spiegelung in (R? o) mit dem Eigenraum Eig(A; 1) von A zum Eigenwert 1
als Spiegelachse a; wegen

2 4
—2 3\ (51 (2 4 2 4
_ . = 2 ~ ~
A—-1-E; (_% _§) (=5)-I1 (4 8) 1121 (O 0)

a = Eig(4;1) =R- (_12) :

ergibt sich

b) Die gegebene Spiegelachse

besitzt die Lotgerade

bt =R-ovt mit vt = (i’)

Fiir die Geradenspiegelung g : R? — R?, g(x) = B - z, an der Spiegelachse
b gilt nun

g(v)=wv, also B-v=wv, und g (’UJ') = —vt also B-vt = —ovt,



34.

a)

so daf} sich

ergibt.

Die Hintereinanderausfithrung go f : R? — R? der beiden Endomorphismen
g und f besitzt die Abbildungsmatrix

o a4 =3\ (3 4\, (0 25\ [0 1
¢=5 A‘5(—3 4) 5(—4 —3)_25(—25 0)‘(—1 0)'

Damit stimmt C mit der Drehmatrix

__[cosp —sinp .. _ 37
D‘P_(singp cosgp) fir v =

iiberein; damit beschreibt g o f eine Drehung um den Winkel ¢ = 37”

Eine orthogonale Abbildung f : R?> — R? mit f(v) = w bildet den zu
v = (171) senkrechten Vektor

vt = (_711) der Linge  |[vt]| = /(—11)2 + 72 = V170

1
Lénge ||z]| = /170 (wegen der Langentreue) ab; damit ist aber

auf einen zu w = ( ) senkrechten Vektor x (wegen der Winkeltreue) der

fvt) = +wt mit wt = (__113> :
Fiir f; = 04, mit fi(v) = w und fi(vt) = wt gilt
Ay (v,0) = (AL v, Ay - ot = (w, wh)

und damit
1
B oot (13 =1 (T =11y
Ay = (w,w™) - (v,07) —( 1 _13) (11 7 B

(13 -1\ (7 11\ _ 4 (=80 =150\ _ [—% -2\,
S\ 1 —13) mi-11 7)) 10150 —-80) \ £ -3/’



und fiir fo = £4, mit fo(v) = w und fo(vt) = —w gilt
AQ : (vaL) = (AQ v, AQ ’ UL) = (w7 _wL)

und damit

B N L [(-13 1 7 11\
AQ—(U},—U))’(U,U) _( 1 13)(11 7> -

_(-13 1\ o (7 1\ _ 4 (=102 —136) (-2 %
S\ 1 13) W \-11 7)) 1m{-136 102 ) \-: 2

man sieht sofort, da A; und Ay orthogonale Matrizen und folglich f; und
f2 orthogonale Abbildungen sind.

Alternativ kann man auch die allgemeine Gestalt
D, — (cQSw —sin go) —_— S, — (Cpsgo sin @ )
sing  cosp sing —cosy
orthogonaler 2 x 2-Matrizen ansetzen und ¢ € R so bestimmen, dafl

D, -v=w bzw. Sy v =w

erfiillt ist. Fiir D, ergibt sich dabei

cosp —sing\ (7 (—13 also Tcosp — 1lsinp = -—13
sinp  cosp 1) 1) Tsing + 1llcosp = 1
woraus man durch 7 - (I) 4+ 11 - (II)

8

170 cos p = —80, also cos p = —1=,

sowie durch 11 - (I) — 7 - (II)

15
17

A = cosp —sing _ —% —%
singp  cosp }—? —%’

erhilt; fiir S, ergibt sich dagegen

cosp sing \ (T7)\ _(—13 1 Tcosp + 1lsinp = —13
singp —cosy 1) 1) 7sinp — 1llcosp = 1

woraus man durch 7 - (I) — 11 - (II)

—170sin p = —150, also sinp =

zusammen also

170 cos p = —102, also cos (p = —%
sowie durch 11 - (I) + 7 - (II)
170sin p = —136, also singp = —=2

i _3 _4
A, — (CF)SQD sin ¢ ) _ ( : 35)’
Ssime — Cos -5 5

erhélt; Man iberpriift sofort, dafl A; und As orthogonale Matrizen und
folglich f; und fy orthogonale Abbildungen sind, die v auf w abbilden.

zusammen also
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Wegen det(A;) = 1 ist f; orientierungstreu; f; bildet ja das Rechtssystem
v, v+ auf das Rechtssystem w, w' ab. Die Abbildung f; beschreibt eine
8

Drehung um den Ursprung, wobei fiir den Drehwinkel ¢ gilt cosp = — .

Wegen det(Ay) = —1 ist fy orientierungsumkehrend; f, bildet ja das Rechts-
system v, v+ auf das Linkssystem w, —w=® ab. Die Abbildung f, beschreibt
eine Achsenspiegelung mit der Spiegelachse R - a = Eig(As; 1); wegen

8 _ 4
-8 N (sni1/8 4 8 4
Ay — Ey <_% _%> 10-11 (—8 —4) 1141 (O 0)
ist etwa a = (_12)

Fiir alle A € R gilt

~7-X 24
24 T— A
= (=49 + X?) =576 = A\* — 625 = \* — 25 = (A — 25) (A + 25) ;

XS(A)Zdet(S—A-Ez)Z' ‘ (=7 =N (T—)) —24% =

damit besitzt S die beiden Eigenwerte A\; = 25 und Ay = —25. Wegen
(32 24\ g1 (-4 3 -4 3
S_Al'EZ_(QzL —18>é (4 —3)5%(0 0)

ist up = (i) € R? eine Basis des Eigenraums Eig(S; \; = 25), und damit

sind die vom Nullvektor verschiedenen skalaren Vielfachen « - u; = <23)

von u; mit @ € R\ {0} genau die Eigenvektoren der Matrix S zum Eigenwert
A1 = 25. Des weiteren ist wegen

_ (18 24\ §1 (3 4 3 4
S_Az’EQ—(zzx 32>1 (3 4) (0 0)

Uy = (_34> € R? eine Basis des Eigenraums Eig(S; A\; = —25), und damit

sind die vom Nullvektor verschiedenen skalaren Vielfachen (- uy = (_34;6 )
von up mit 5 € R\ {0} genau die Eigenvektoren der Matrix S zum Eigenwert
A1 = —25.

Die Matrix A = 5-5 € R?*? ist wegen

I (=7 24 1 (=7 24 1 /625 0 10
T _— PR— = prm—
AA=5 (24 7) 25 <24 7> 625(0 625) (0 1) £
orthogonal und besitzt die Determinante

1 -7 24 1



Damit ist A = %S eine Spiegelungsmatrix in der orthogonalen Gruppe
O2(R) und beschreibt damit die Achsenspiegelung am Eigenraum Eig(A;1)
zum Eigenwert 1; der Vektor u; aus a) ist wegen

1

1 1 1
A-uy = (%S)-U1=2—5-(S-u1)a:)2—5-(25-u1): <%~25>~u1:1-u1

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1, und damit ergibt sich fiir die Spie-
gelungsachse a = Eig(A;1) = R - u;.

36. Die gesuchte Abbildungsmatrix A € R**? der linearen Abbildung

f R — R* (y)»—>A-<y>,

die die Spiegelung an der Geraden g mit der Gleichung 2x — y = 0 beschreibt,
148t sich auf verschiedenen Wegen ermitteln:

e Die gegebene Gerade g mit der Gleichung 2x —y = 0 besitzt den Normalen-

vektor u = (_21> Der LotfuBlpunkt py des Punktes p = (?j) € R? auf der

Geraden g besitzt (als Punkt auf der Lotgeraden von p auf g) die Gestalt

_ ~ (x4 2)\

mit einen geeigneten A\ € R, wobei sich wegen py € g dann

_Qx—y
5 Y

2(x+2X\) —(y—A) =0, also A=

_ $+2(—2L?’))_<%I+§y>
po_(y—(—hsy) \sz+5y

ergibt; der Bildpunkt f(p) des Punktes p unter der Spiegelung f an der
Geraden ¢ ist demnach

und somit

fip)=p+(po—p)+(po—p)=2po—p=
———

=Po
o (FE YY) () = (et
setsy) Y 5oy )

Fiir die Abbildungsmatrix A € R?*2 von f ergibt sich wegen
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demnach



Die gegebene Gerade g mit der Gleichung 2x —y = 0 besitzt den Richtungs-

2 ) Fiir die Spiegelung

vektor u = 1 sowie den Normalenvektor u = (_1

2
f an der Geraden g gilt nun

fwy=u  wd  f@)=-7
so daB sich fiir die Abbildungsmatrix A € R**? von f damit
A-u=u und A-u=—-u

ergibt; mit den Matrizen

B=(u ﬂ):G —21) wd - C= (u, _ﬂ):(é _12)

erhalt man also
A-B:A-(u, ﬂ):(A~u, A-ﬂ):(u, —ﬂ):C.

Wegen det(B) = —5 # 0 ist die Matrix B invertierbar, und fiir die gesuchte
Abbildungsmatrix A erhélt man

-1
P A AN A (1 =2\ 1 /-1 =2\
A_CB_<21 2 -1 \2 1 —5\—-2 1)
_ 1 3 —4 _ _% 2x2
-5 (4 5) (7 e
Da die gegebene lineare Abbildung f : R? — R? die Spiegelung an der

Ursprungsgeraden g beschreibt, besitzt ihre Abbildungsmatrix A € R2?*?
die Gestalt einer Spiegelungsmatrix

_ __[cosp  singp
A=5,= (singp —cosgo) € 0: (R)

(S [SC LIS

mit einem geeigneten Parameter ¢ € R. Die Gerade g mit der Gleichung
2x — y = 0 besitzt nun den Richtungsvektor u = (;), und fiir diesen gilt
f(u) = v und damit

A-u=u, also cosw sy ! = ! .
siny —cosp 2 2
Fiir das resultierende lineare Gleichungssystem (in cos ¢ und sin ¢)

(I) cosp+2sing=1 und (IT) singp —2cosp =2
ergibt sich iiber ,,(I) —2- (I1)* zum einen 5 cos ¢ = —3, also cos ¢ = —2, und

57
tiber ,,2 - (I) 4+ -(I)* zum anderen 5sin ¢ = 4, also sin p =

, insgesamt also
A <CQSg0 sin ¢ ) _ (—4% ) c R2%2.
sinp —cosy =

(SIS

[S[SS TN



