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25. a) Fir alle A € R gilt
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eine Orthonormalbasis von Eig(A; A\;). Wegen
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ist v3 = o [rva= 1] cine Basis von Eig(A; A2), und mit dem Gram-—
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wegen (bs, by) = (v3,v4) ist bz, by eine Orthonormalbasis von Eig(A; Ag).

Mit der orthogonalen Matrix
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und der Diagonalmatrix

D = diag (A1, A1, A2, A2) = e R
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gilt dann PTAP = D.



26. Die gegebene 4 x 4-Matrix
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ist gemiB AT = A symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar.

a) Fir \y = —2ist
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ist eine Basis des Eigenraums Eig(A; \;). Fiir Ay = 2 ist
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also

Rang(A — Ay - Ey) = 3 < 4;

damit ist Ay = 2 ein Eigenwert von A, und
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ist eine Basis des Eigenraums Eig(A; A2). Damit ist wuy, ug, ug, uys bereits
eine Basis von R* aus Eigenvektoren von A, so dal A keinen weiteren Ei-
genwert besitzen kann; dieser wiirde ja einen weiteren linear unabhéngigen
Eigenvektor beisteuern.

Wir konstruieren fiir jeden der beiden Eigenrdume jeweils eine Orthonor-
malbasis (beziiglich des Standardskalarprodukts)

Fiir den Eigenraum Eig(A, A\;) unterwerfen wir die in a) ermittelte Basis
dem Gram-—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten
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damit ist by, by, by eine Orthonormalbasis von Eig(A; A;). Der Basisvektor
uy von Eig(A; A2) ist dagegen nur zu normieren mit
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27.

Damit ist by, by, b3, by eine Orthonormalbasis von R* aus Eigenvektoren der
Matrix A, und mit der orthogonalen Matrix
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ergibt sich dann PTAP = D.
Zu betrachten ist der von den beiden gegebenen Vektoren
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aufgespannte Unterraum U = (uy, us) im R*; dazu sei B = (uy, us) € R¥*2.
Das orthogonale Komplement U+ von U im euklidischen R* (versehen mit
dem Standardskalarprodukt o) stimmt wegen
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fiir alle x € R mit dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssy-
stems BT - 2 = 0 mit der Koeffizientenmatrix BT € R?>** iiberein. Dement-
sprechend bilden wegen
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eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U im R*.



b)

Fiir das Erzeugendensystem wy, ug von U mit ||u;|| = 6 und ||us|| = 6 gilt
upouy=0-442-(—4)4+4-244-0=0

also uy Lus; folglich bilden die normierten Vektoren
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eine Orthonormalbasis von U. Ferner unterwerfen wir die Basis wsy, w; von
U+ dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten
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damit ist by, by eine Orthonormalbasis von U+,

Eine reelle Matrix A € R™" ist genau dann symmetrisch, wenn sie ortho-
gonal diagonalisierbar ist, es also eine Orthonormalbasis von (R",0) aus
Eigenvektoren von A gibt; es ist hier n = 4.

In a) wird U+ als orthogonales Komplement von U in R* konstruiert, und
in b) werden vy, vy bzw. by, by als Orthonormalbasis von U bzw. U + berech-
net; damit ist vy, vs, by, by eine Orthonormalbasis von (R*, o), die nun aus
Eigenvektoren von A zum Eigenwert —1 bzw. 2 bestehen soll.

Mit der orthogonalen Matrix
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ergibt sich PTAP = D, also
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ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar. Wegen

Die gegebene Matrix

Xa(A) = det(A — \E,) = 9 62\
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fiir alle A € R besitzt A genau die beiden Eigenwerte A\; = 5 und Ay = 10;

wegen
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ist v; = (_21) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen
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eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren fiir A.

b) GeméiB a) ergibt sich fiir die orthogonale Matrix

P = (w1, ws) = % (_21 ?) € 0s(R)



und die Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, >\2) = <8 100) c ]R2><2

die Beziehung P~1-A-P = D.
Mit Hilfe der Beziehung aus b) ergibt sich zunéchst
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