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21. a) Fir B = (’Ul,UQ,Ug) € R4X3 gllt

1 11 1 1 1 1 0 3
B_ 2 2 2 121 0O 0 0 T+, TV—IIT 01 -2

3 2 5| m-3r1v-41 |0 —1 2 I IT1 0 0 O

4 3 6 0 —1 2 0 0 O

Damit sind vy, vy linear unabhéngig mit v = 3v; — 2v,; insbesondere ist
v1, vy eine Basis von U = (v, vg, v3).

b) Fiir C = (v1, v, €1, €2) € R gilt

3 2

det(C) = A 3’ =1+#0.
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Damit ist die Matrix C' € GL4(R) invertierbar; insbesondere bilden die
Spalten vy, v9, €1, e von C eine Basis von R%.

c) Fiir D = (vy,vy) € R gilt

DTf1234w1234w1201
A1 2 2 3/ur\0 0 -1 —=1/)1430\0 0 —1 -1/~

Damit sind
—2 -1
_ 1 10
wy = o | W2 =1 _4
0 1

eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U = (v, v5) in R%. Unter-
wirft man diese dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren,
so erhélt man

—2 —2

1 1 1

mit |la1]| = V5, also by = a = — ,
o] 1 =0
0

laa]

O O =



und damit

—1 -2 —% —1
0 2 1 1 —z 11-2
az =wz — (wpoby) by = 1 —%% 0|~ _i :g _5
1 0 1 5
mit
-1

1 1 1 -2
as|| = =Vvbb, also by = ey = ——
ool =35 * Tl T VB | -5
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Wegen (b1, by) = (wq,ws) bilden die Vektoren by, by eine Orthonormalbasis
von U+ beziiglich des Standardskalarprodukts o auf R*.

22. Wir betrachten den euklidischen R*, versehen mit dem Standardskalarprodukt o.

a) Der Unterraum FE C R* ist als Losungsraum des homogenen linearen Glei-

chungssystems
Ty + T9 + X3 + x4 = 0
ry — X9 —+ Tr3 — Xy = 0

gegeben; mit Hilfe der zugehorigen Koeffizientenmatrix

A_1111W1111W1010
_1—11—111710—20—214%110—20—2

ergibt sich iiber die beiden freien Variablen z3 und x4 die Basis
-1 0

-1 c R*

von F. Wegen

gilt schon vy L vy, so dafl

-1 0

b 1 1 0 b 1 I | -1
1= 57 701 == y V2= g U = —=

lon v2 | 1 o2 vz |0

0 1

eine Orthonormalbasis von F beziiglich o ist.

Zum Unterraum E = (vy,v5) C R* gemiifl a) betrachten wir die Hilfsmatrix
B = (v1,v9) € R*2; damit stimmt das orthogonale Komplement E+ von E
in (R*, 0) mit dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems

_— . T (-1 0 10\ _ o
B -x=0 mit B _(O 10 1 eR



iiberein. Uber die beiden freien Variablen x5 und x4 ergibt sich nun die Basis

e}

V3 = Vg = ER4

O = O =
—_ O =

von E*; wegen
v3ovy=1-04+0-141-04+0-1=0

gilt schon v3 vy, so dafl

1 1

b 1 1
3= U= &
[vs] V2

) b4 =77 V4=
[[va]] V2

S = O =
_— O = O

eine Orthonormalbasis von E* beziiglich o ist.

Gemaf a) ist by, by eine Orthonormalbasis von E beziiglich o, und geméf b)
ist bs, by eine Orthonormalbasis von E* beziiglich o; damit ist by, bs, b3, bs
eine Orthonormalbasis von (R*, o), mithin

-1 0 10
1 0 -1 01

T = (b1,b27b3,b4) — E 1 0 1 O € O4(R)
0 1 01

eine orthogonale Matrix. Zu betrachten ist nun die Orthogonalprojektion
P :R* =R Pyla)=Mzx

auf den Unterraum F C R* mit der Abbildungsmatrix M € R***; wegen

Pg(b) bh by = 1:b0 + 0:-by + 0-b3 + 0-04
Py (b,) Jop = 0b o+ Leby 4 00by 4 0-by
Pg(bs3) - 0 = 0:by + 0:-bp + 0-b5 + 0-by
Prpby) = 0 = 0-by + 0-by + 0-b5 + 0-b4

besitzt Py beziiglich der Basis by, by, bs, by von R* die darstellende Matrix

c R4><4

oo~
W oo~ o
oo oo
coc oo

in Diagonalgestalt, und iiber den Basiswechsel ergibt sich

D=T'MT bzw. M =TDT™ .



23. Im euklidischen Vektorraum R?, versehen mit dem Standardskalarprodukt, sind

1 0
a= 10 und b=[1] e R?
0 1

gegeben. Wir ermitteln zuerst die notwendige Gestalt einer orthogonalen Matrix

ail aiz Aais
Q= |axn ax axs 603(]R)

azy as2 ass
mit der gewiinschten Eigenschaft

(%) Q(a+Ab)=—-a+Ab firalle XeR

und stiitzen uns dabei auf die Tatsache, dafl fiir die Zeilen z1, 25, 23 von @) die

Spaltenvektoren 2|, 2, z3 eine Orthonormalbasis von (R?, o) bilden.

Fiir A = 0 in (%) ergibt sich Q a = —a, also

aix a2 a3 1 —1 a1 -1
ag; azy ag |- |0 =1{0 und damit an | =10 |,
aszy agz a33 0 0 as; 0
woraus man zunéachst
—1 aip a3
Q= 0 ax a

0 as ass

erhilt; wegen der Normiertheit von 2], 2, , 25 folgt zum einen
T1|2 2 2 2 2 2
wegen
-1 0 0
ajpa = a3 =10 also schon Q=10 axp axs]|,

0 as ass
sowie zum anderen
LT A2 2 2 2 2
1= H22 H = 0"+ a3y + ays bzw. a5y + a55 = 1,

und ,
T 2 2 2 2 2

Fiir A =1 in (%) ergibt sich @ (a +b) = —a + b, also

-1 0 0 1 —1 —1 —1
0 ag ass] - |1 = 1 und damit Q92 + o3 | = 1 ,
0 as ass 1 1 asy + ass 1



24.

woraus man
Q99 + Qo3 = 1 und a3o + G33 = 1

erhélt. Wegen
1 = (ag + a23)2 = a3y + 2 a9 ags + a§3 = (a%2 + a§3) +2a99 a93 = 1 + 2 ag ass
gilt ass asg = 0, woraus
((122 =0 und damit ag3 = 1) oder (CL23 =0 und damit agy = 1)
folgt; da z, und 2] orthogonal sind, gilt
O:z'zTozST =0-0+ ag - ass + ass - ass,

wodurch sich im ersten Fall

0=0-a32+1-a33 =as3 und damit azy =1
und im zweiten Fall

0=1-a33+0-as3 =az; und damit az3 =1

ergibt. Damit kommen nur die beiden Matrizen

~1 0 0 ~1 0 0
Q=0 01 wmd  Q.=[0 10
0 10 0 0 1

in Frage, und wir haben zu iiberpriifen, ob sie alle gewiinschten Eigenschaften
aufweisen. Da die Spalten —eq, e3, s von Q1 und —eq, €5, e3 von ()5 jeweils eine
Orthonormalbasis von (R3, o) bilden, sind Q; und Q, orthogonale Matrizen; fiir
alle A € R gilt ferner

-1 0 0 1 -1
Qi(a+Ab)=10 01 AM = A | =—-a+ )b
0 1 0 A A
und
-1 0 0 1 -1
Q2(a+Ab)=1 0 1 0 AM =1 A | =—a+ \b.
0 01 A A

Es ist der R—Vektorraum V' = Poly(R) aller reellen Polynome p mit Grad(p) < 2
sowie die Abbildung

o : Poly(R) x Poly(R) = R, o(f,g) = £(0)g(0) + f(1) g(1) + f£(2) g(2),

zu betrachten; es ist also

2

o(f,9) = Zf(z) g(1) fir alle f, g € Pola(R).

1=0



a) Wir zeigen anhand der Definition, daf§ o ein Skalarprodukt auf Poly(R) ist,
indem wir nachweisen, dafl ¢ bilinear, symmetrisch und positiv definit ist:

e Fiir alle f, f1, f2, g € Poly(R) und A € R gilt

2

o(fi+ f2r9) =D _(f1+ f2) (i) g(i) =

1=0

io i) + f2(d) ):g(ﬁ() (1) + f2(0) 9(i)) =
= ifl(i)g(iH '2 fai) g(i) = o(f1,9) + o(f2,9)
und - -
(A-f.9) ZZ;(A f)(i)g(i)zlzz(A f(@)) g(i) =
io A'gf(i)g() (f,9)

damit ist o linear im 1. Argument.
Fiir alle f, g, g1, g2 € Poly(R) und A € R gilt ferner

2

o(f, 00+ g2) = ZO () (91 + 92) (i) =
= gf(i) (91(0) + g2(i)) = Zi; (f (i) g1(d) + f (i) go(d)) =
= i:f(i) (i) + '2 f(@) g2(i) = o(f, 91) + o(f, g2)
und B B
(f:A-9) gf(@) (A-9)(i) = gf(@) (A-g(i) =
= gA (fi) g(i) = A- gf(i)g(i) =A-o(f,9);

damit ist ¢ linear auch im 2. Argument, insgesamt also bilinear.
e Fiir alle f, g € Poly(R) gilt

=2 fg() =3 9(0) f(i) = o(9, )

damit ist ¢ symmetrisch.



e Fiir alle f € Poly(R) gilt

(f
——

o(f 1) =D 16 F) =3

(i))* > 0,
=0

und aus o(f, f) = 0 folgt

D@2 =0, also  f(0)=0, f(1) =0, f(2) =0

damit besitzt in diesem Fall das Polynom f mit Grad(f) < 2 mindestens
drei Nullstellen, und damit ergibt sich f = 0. Damit ist ¢ positiv definit.

b) Wir unterwerfen die Standardbasis p; = 1, ps = X, p3 = X? von Poly(R)
beziiglich des Skalarprodukts o von a) dem Gram-Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahren und erhalten

e zundchst a; =p; =1 mit

2

o(ay,ar) = Z(al(i))Q =1+ 1°+ 12 =3,
=0

also
lai]l = v/ (a1, a1) = V3,

und damit
1 1

1
= — al —_ — . _’
llaa] V3 V3

e dann ay = py — o(p2,by) - by mit

by

2

. . 1 1 1
U(p27b1>:;pz(l)b1<l>20~ﬁ+1.%+2,ﬁ:\/5’

also 1
ag =py — o(p2,b1) by =X —V3-—= =X —1,
2 D2 (pz 1) 1 \/3
mit
2
o(az,az) = > (a5(i))* = (1) + 0> + 1> = 2,
=0
also
laz|| = Vo (az, a2) = V2,
und damit
1 1 1 1
by = g =—- (X —1)=—=X - —,
T Y S Y Y



e und schliefllich a3 = p3 — o(ps,b1) - by — o(p3, b2) - by mit

2

1 1 1 5
o(ps,b1) = Nb(i) =0 —=+1-—+4- —=—
(p3 1) ;p:s() 1() 3 \/ﬁ \/§ \/§
und
(b = 3 pali) i) o( 1)+1 0+4. = —2v3
g y = = . _ . - —_— = ,
3, b2 - 3 2 NG NG
also
az = p3—U(P37b1)'51—0(193752)'52
5 1 1 1
= X?- = — - 2@-(—){——)
V3 V3 V2 V2
= X2—§—(2X—2)_X2—2X+1,
3 3
mit
: 1\’ N2 /1\? 6
_ 2 __ _
otasa) =3 = (5) +(-5) +(5) =5
also \/_
6 6
llas|| = Vol(as,as) = 9 = 3
und damit
1 3 1 3 1
by = a3 = —=- X2—2X+—):—X2—\/EX+—;
el T V6 ( 3 V6 V6

folglich ist by, bo, b3 eine Orthonormalbasis von Poly(R) beziiglich o.



