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17. Die beiden gegebenen Vektoren

1 3
wy = _01 und Wy = _14 e R*
1 2

sind offensichtlich linear unabhéngig und damit eine Basis von W = (wy, ws).
Die Anwendung des Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens liefert
dann im ersten Schritt |jw; || = v/3 und damit

1
. 1 1 0
= — W = —
el T VB[t
1
sowie im zweiten Schritt
3 1 0
1 9 1 0 1
ay =wy — (wy0by) by = 4 _ﬁﬁ R
2 1 —1
mit ||ay|| = v/3 und damit
0
b 1 1 1
Yl Y VB
-1

wegen (b1, by) = (wy,wsy) bilden damit by, by eine Orthonormalbasis von W. Fiir
die Orthogonalprojektion P : R* — R* auf den Unterraum W gilt damit

P(l’) = (fEObl)'b1+($Ob2) 'bQ
fiir alle z € R*. Mit

T 1 0

To . 1 0 1 1
T = sowie by = — und by = —

T3 W ! V3| -1 2 V3| -1

Tq 1 -1



erhalt man demnach

T 1
rob — ) oi . T1 — T3+ T4
! s | 3| -1 V3
Ty 1
T 0
LUOb . ) Oi 1 . Lo — T3 — Xy
S P RVCE | V3
Ty —1

und damit

P(x) = (xoby)-by+ (xoby)-by

1 0
Ty —x3+xa 1 0 To— X3 —Ta 1 1

3Bl T B

1 -1
X1 — T3+ T4 0
1 0 1 To — T3 — X4
3 —(z1 — 23 + $4)) 3 —(2g — w3 — x4)
Ty — T3+ T4 — (72 — 23 — 74)
1'1—1'3+ZE4 1 0 -1 1 i
1 To — T3 — Ty _Lpo 1 -1 -1 To
T 3 | —ae 42| 3|1 -1 2 0] ||’
331—33‘2—|—2.’L'4 1 —1 0 2 Ty
also
1 0o -1 1
. 110 1 -1 -1 Axd.
P(x)==z mit A—§ 1 -1 2 0 € R¥*:
1 -1 0 2

damit ist A € R** die gesuchte Abbildungsmatrix von P.

18. a) Die durch

o(z,y) =x1y1 + 322y + 4x3ys+
+T1Y2 +X2y1 +T1Y3 +X3Y1 + T2Y3 + T3 Yo

fiir alle 7, y € R3 gegebene Bilinearform o : R? x R® — R auf dem reellen
Vektorraum R3 besitzt die Matrixdarstellung

111
o(z,y) =z Ay mit A=11 3 1] eR¥™3,
1 1 4



Wegen AT = A ist die Matrix A und damit auch die Bilinearform o sym-
metrisch. Da die drei Hauptminoren

11

det(A;) =[1]=1  und det(Ag):‘l 5

‘:3—1:2
sowie

111 111 _
det(43)=1{1 3 1] %' o 2 o "= 1.2.3=6
11 4 00 3

II1-1 matrix

alle positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz auch
die Matrix A und damit auch die Bilinearform o positiv definit.

Es ist
U:R"Ul—l-R"UggRs

mit den (offensichtlich linear unabhéngigen) Vektoren

1 1
vy = | —1 und ve= |1
0 1

Die Anwendung des Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens
liefert dann im ersten Schritt

1
a=v, = | —1 mit |la1]| = Vol(a1,a1) = V2
0
und damit
b ! 1 11
1= —° al —_ _
fall V2
sowie im zweiten Schritt
(v, by) - b 1 —2. 1 11 g
ay = vy — 0 (Vg, -b = —_— | = =
2 2 2,01) + 01 VARG
1 0 1
mit
laz| = Vo (az, az) = V12 = 2V/3
und damit
e ! L
2 = — a2 = —
ol 7 23\
Wegen

R'b1+R'b2:R'U1+R'U2

bilden die Vektoren by, by eine Orthonormalbasis von U beziiglich des gege-
benen Skalarprodukts o auf R3.



19. a) Da A eine symmetrische Matrix ist, stellt o 4 eine symmetrische Bilinearform

auf R? dar; da die drei Hauptminoren

4 =2

det(A;) = [4] =4 und det(Ay) = ‘_2 5

‘:8—4:4

sowie

4 -2 0
det(43)=1]-2 2 -1 o (164+0+0)—(0+4+8)=4
0 _1 2 arrus

alle positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz auch die
Matrix A und damit auch die symmetrische Bilinearform o4 positiv definit,
folglich ein Skalarprodukt auf R3.

Es ist
e = Voaler,er) = Vd=2,
eaf| = \/UA(€2,€2)=\/§ und
les|| = oales,es) = V2
sowie
O'A<€1,€2) -2 1
COS<(61762) = = :__\/57
el - llea]]  2-v2 2
UA(€1,63) 0
cos<(e1,e3) = = =0 und
el - flesll  2-v/2
oales, e3) —1 1
cos <{(eg,e3) = — ==,
eall - llesll 22 2
also 5
(e, eq) = Zﬂ (bzw. 135°), <(ey,e3) = g (bzw. 90°)
und

2
<(eg,e3) = ?ﬂ (bzw. 120°).

Wir unterwerfen die Standardbasis e;, ez, es von R* dem Gram-Schmidt-
schen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten zunéchst

1
ap=e; = [0 mit [|a1|| = oalar,a1) =2,
0

also



danach

0 1 1
-2 1 1
CLQZGQ—O'A(€2,b1)'b1: 1 —75 0 :Q 2
0 0 0
mit
1

S 1 1
2

und schlieilich

)

a3 = €3 — UA(€3751) by — UA(€3, bz) by =

0 1 1 1
0 1 1 1
1 0 0 2
mit
1 1 (1
llas|| = \/oalas,as) =1, also by = m Cas = 3 2
3
2

Folglich bilden die Vektoren by, by, by eine Orthonormalbasis von (R3 54).
d) Mit

1

111
B = (bl,bz,bg) = 5 0 2 2 € GLg(R)
00 2

leistet die invertierbare Matrix

das Gewdlinschte.

20. Eine Matrix M € R™ " ist genau dann symmetrisch, wenn M = M gilt, und
genau dann orthogonal, wenn M " - M = E,, (oder gleichwertig M - M" = E,,)
ist.

a) Die Matrizen

(1 0 (01 952
A—(O _1) und B_<1 O)ER

sind (wegen det(A) = —1 und det(B) = —1) invertierbar und symmetrisch,

ihr Produkt
1 0 01 0 1
A-B = (o —1> ' (1 0) - <—1 0)

ist allerdings nicht symmetrisch.



b) Eine symmetrische Matrix A € R?*? besitzt die Gestalt A = Z ZC)) mit

Koeffizienten a, b, ¢ € R, und fiir die zu A inverse Matrix gilt dann

1 c —b
A= — . ;
i (5 0)
folglich ist auch A~! symmetrisch.

c) Esist
(CTAC) =CTAT(CT)T = CTAC,

folglich ist C'T AC' eine symmetrische Matrix.
d) Esist

A-B)' - (A-B)=(B"-A")-(A-B)=B"-(A"-A)-B =
=B'-FE,-B=B"-B=Fy;
damit ist auch A - B eine orthogonale Matrix.

e) Esist

()"

A*l_:AT

damit ist auch A~! eine orthogonale Matrix.

f) Die Matrizen
(10 (10 9%2
A—(O 1) und C_<O 2)€]R

sind (wegen det(A) = 1 und det(C') = 2) invertierbar; dariiber hinaus ist A
(als Einheitsmatrix) sogar orthogonal, aber die Matrix

Tam (1 0) (1 O\ (10) (10
CAC_(O 2) (O 1) (O 2)_<O 4)
ist etwa wegen det(CTAC) = 4, also det(CT AC) # +£1, nicht orthogonal.

Damit sind die Aussagen a) und f) falsch, die Aussagen b) bis e) dagegen wahr.



