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13. a) Zu betrachten ist die durch op(z,y) = z" By fiir alle z, y € R? mit
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definierte Bilinearform des R?; zunschst ist wegen BT = B die Matrix B und
damit auch die Bilinearform op symmetrisch. Da die drei Hauptminoren

det(B;) = det(1) =1 > 0,
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positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die symme-
trische Matrix B und damit auch die Bilinearform o g positiv definit; folglich
ist op ein Skalarprodukt auf R3.

b) Es ist

op(e,e1) =e Be; =1, also lledll = Vog (e1,e1) =1,

und

op (€, 69) = e;BeQ =2, also llea|| = \VoB (e2,e2) = V2,

sowie
-
op(e1,e3) = e, Bey =1,

so daf} sich fiir den Winkel ¢ zwischen e; und ey wegen
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dann ¢ = 7 bzw. ¢ = 45° ergibt.
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15.

Wir betrachten die durch die Matrix A € R?*? gegebene Bilinearform
o4 RPxR* =R, ou(x,y) =a'Ay,

auf dem reellen Vektorraum R2. Fiir die beiden Vektoren

v = (;) , Uy = (g) e R? mit B = (v1,v9) = (; ;) € R?*?

gilt dabei:
oalvi,v) =1 <= v/ Av; =1
oa(vi,19) =0 <= v/ Av, =0 T B
oa(v,v1) =0 <= vy Av; =0 < B AB = B,
oa(v,10) =1 = vy Avy =1

dies ist aber zu
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Damit gibt es hochstens ein Skalarprodukt o auf dem R?, beziiglich dem vy, vs

eine Orthonormalbasis bilden, ndmlich ¢ = 04 mit der eben bestimmten Matrix
A € R¥*2,

Da aber A symmetrisch und wegen 34 > 0 und det(A) = 1 > 0 nach dem
Hauptminorenkriterium von Hurwitz auch positiv definit ist, stellt o4 tatsédchlich
ein Skalarprodukt auf dem R? mit den gewiinschten Eigenschaften dar.

gleichwertig.

a) Fir alle A, A/, B € R™™ und A € R gilt

o(A+ A ,B) =Spur((A+ A") B) =Spur(AB + A'B) =
= Spur(A B) + Spur(A' B) = 0(A, B) + (A, B)

und

g(A-A,B)=Spur((A-A) B) =Spur(A- (AB)) =
= \-Spur(AB) = \-0(A,B)

sowie

o(A, B) = Spur(A B) = Spur(B A) = (B, A).

Da sich die nachgewiesene Linearitéit im ersten Argument aufgrund der ge-
zeigten Symmetrie auch auf das zweite Argument tibertrigt, ist o eine sym-
metrische Bilinearform auf V.



Ferner gilt fiir alle A, A, B € R™™ und A € R
7(A+ A", B) = Spur((A+ A")'B) =
= Spur((AT + A’")B) = Spur(A"B+ A" B) =
= Spur(A'B) + Spur(A'"B) = 7(A, B) + 7(4, B)
und
7(A- A, B) = Spur((A- A)"B) = Spur((A- A") B) =
= Spur(A- (A"B)) = \-Spur(A'B) = \- 7(A, B)
sowie
7(A, B) = Spur(A' B) = Spur((A"B)") = Spur(B'A) = 7(B, A).

Da sich erneut die nachgewiesene Linearitdt im ersten Argument aufgrund
der gezeigten Symmetrie auch auf das zweite Argument iibertrégt, ist 7 eine
symmetrische Bilinearform auf V.

b) FurA-(1 O)GR gilt A% = 0 —1 und damit

o(A, A) = Spur(A?) = —2 < 0;

damit ist o nicht positiv definit und folglich kein Skalarprodukt auf V.
Fir A = (aij)@j € R™™ gei C = (Cij)i,j mit C' = ATA, fir alle k S {1, c. ,n}
gilt e, = afy + ... + a2, und damit

7(A, A) = Spur(A"T A) = Spur(C) = chk = Z Za?k >0,
k=1 k=1 j=1

und aus 7(A, A) = 0 folgt aj, = 0 fiir alle j, kK € {1,...,n}, also A = 0.
Damit ist 7 positiv definit und folglich ein Skalarprodukt auf V.

16. Fiir alle v, w € V gilt
v+ w||* =o(+w,v+w) =0o(v,v+w)+o(w,v+w) =
= (o(v,v) + o(v,w)) + ((w,v) + o(w, w)) = [[v]|* + 20 (v, w) + ||w]|*
sowie
v —w|?=0o(w—w,v—w)=0c(v,v—w)—olwv—w)=
= (o(v,v) = o(v,0)) = (o(w,v) — o(w,w)) = [[v[|* = 20(v, w) + [lw]*
diese Ergebnisse finden im folgenden Verwendung.
a) Es ergibt sich

il +wl® =3 lv—wl* = g (lv]* + 200, w) + [w]*) -

— L(lol? = 20(0,w) + [Jwl?) = o(,w),



Es ergibt sich

lv+wl* + v —wl|* = (W] = 20 (v, w) + [w]*) +
+ (loll* + 20w, w) + [lwl*) = 2 ([o]* + [w]?) -
(Die Bezeichnung , Parallelogrammgleichung® erklért sich wie folgt: Wir be-
trachten das von den Vektoren v und w aufgespannte Parallelogramm mit
dem Eckpunkten 0, v, v+ w und w. Die Seiten zwischen 0 und v sowie v+ w
und w besitzen jeweils die Lénge ||v||, die Seiten zwischen v und v 4+ w sowie
w und 0 jeweils die Lange ||w||; die Diagonale zwischen 0 und v +w miit die
Lénge [|v + w]|| und die Diagonale zwischen v und w die Lénge ||v — w]||. Die
Parallelogrammgleichung besagt also, dafl die Quadrate iiber den vier Seiten

des Parallelogramms zusammen dieselbe Fliache besitzen wie die Quadrate
tiber den beiden Diagonalen.)

Es ergibt sich

lv+wll = llv —w]| <= Jv+w|®=|lv—wl* =
— 20(v,w) = -20(v,w) <= o(v,w) =0 <= vlw.

Es ergibt sich zunéchst

lo+wll = o]l + [[wll <= [lv+wl® = (vl + [[wl])* =
= |oll* +20(v,w) + [lw]* = [lol* + 2[v]l - wll + w]* <=
& 20(v,w) =2|p]| - w| = ov,w) = o] - [Jwl]

damit erhilt man:

e Fiir ,—“ folgt aus o(v,w) = [|v]| - ||w]|
o(v,w) >0 und damit lo(v,w)| = o(v,w) = ||v|| - [Jw]l,

woraus sich mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung ergibt, daf§ v
und w linear abhéngig sind; folglich ist w = 0 oder v = Aw mit w # 0
und A € R, wobei

0<o(v,w) =cAw,w) =Ao(w,w) =\ ||w|?

und damit 0 < A gilt.
e Fiir ,«<=" ergibt sich im Falle w =0

o(v,w) =0=|jv]| - |Jw|
sowie im Falle v = Aw mit A > 0

7(o,w) = o(Aw,w) = Ao(w,w) = Mwl? = O Jul) -l =

= (AL lwll) - lJwll = A wll - lw] = {lo]] - flw]-



