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Ubungen zur Vorlesung
»Lineare Algebra und analytische Geometrie II*

— Lo6sungsvorschlag —
1. a) Fir A= -1 gilt
3 0 3 -3 1 01 —1
-1 3 2 2 11 1 3 2 =2
A=A LBy = 1 -3 -2 2 |mgwvsn| 0 00 0
1 -3 -2 2 0 00 0
101 —1 101 —1
los 3 =3 o1 1 -1
w1 (000 0 |n|0 00 0]
000 0 000 0
wegen

Rang(A—\-Ey) =2<4
ist A = —1 ein Eigenwert der Matrix A der geometrischen Vielfachheit
v = dimEig(A, \) =4 — Rang(A — X\ - Ey) = 2,

wobei
-1
-1
1 )
0

eine Basis des Eigenraums Eig(A, —1) ist.

V1 = Vg = €R4

—_ O = =

b) Fiir den vom Nullvektor verschiedenen Vektor w € R* gilt

2 0 3 -3 0 0

-1 2 2 2| |-1 -2
Aw=1ly 3 3 2| |1 ]|T|2]|7F™

1 -3 -2 1 1 2

damit ist w ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert p = 2.

c¢) Die Hilfsmatrix B = (v, v9, w,€;) € R ist wegen

11 0 1 1
det(B): -1 1 -1 0 La]iace (_1)1+4‘1‘ 1 0 1=
1 0 1 0| 4. Spalte N— — 0 1 1
0O 1 1 O =1

= —((0+0+(=1) = (0+(~1)+1)) =1#0

Sarrus

invertierbar; damit bilden ihre Spalten v, vo, w, e; eine Basis von R*.



GeméB a) und b) gilt

la(vy)) =A-vy=A-vy = (—1) v + O-v9+0-w+0-e
gA(UQ) A Vg = A Vg = O'?}l+(—1)'?]2+0'w+0'€1
lalw)=A-w=p-w= 0-v1 + O-v9+2-w+0-¢e
und wegen

2 0 3 -3 1 2

-1 2 2 =2 0 —1

Arer=1| 1 3 3 o] |1

1 -3 -2 1 0 1

ergibt sich
laler)=A-e1=2e;+w=0-v;+0-va+1-w+2-ey;
folglich ist

1 0 00
o —100 i

M 0 o0 2 1|€R
0 0 0 2

die darstellende Matrix von £4 beziiglich der Basis v1, vs, w, e; von R*,

. Fiir alle A € R gilt

1-X 0 1
XA()\> - det<A - A E3) = 0 2 -\ 0 La}iace
—1 0 33—\ 2. Spalte
1—A 1
‘—1 3—A':(2_A)'[(1—)‘)'(3—A)—1-(—1)]:

=(2=A) - B=4A+N+1)=(2-XN)  4—4r+X) =(2-N%

=(2-\)-

wegen
YAA) =0 <= 2-2?=0 <= A=2
ist A = 2 der einzige Eigenwert der Matrix A. Wegen

-1 01 -1 01
A—AXEs=10 0 0 e 00
-1 01 ~\0 00
1 0
istvg = [ 0], vy = | 1] eine Basis des Eigenraums Eig(A; \) der Matrix A zum
1 0

Eigenwert A = 2; die Eigenvektoren sind damit alle vom Nullvektor verschiedenen
Linearkombinationen von v; und v, also alle Vektoren

H1
V=i - v+ va = | o mit (1, p2) # (0,0).
251
Demnach sind hochstens zwei Eigenvektoren der Matrix A linear unabhéngig;

damit existiert keine Basis von R? aus Eigenvektoren von A, und folglich ist die
Matrix A nicht diagonalisierbar, also nicht &hnlich zu einer Diagonalmatrix.



3. Fiir das charakteristische Polynom x4 der gegebenen Matrix A € R**4 gilt

-2 0 0 —4
1 =X 0 0
xad) = det(A-XN-B)=| [ O ¢

0 0 1 =\
. -2 0 0 1 =X 0
1221 (=) (=N | 1 —A 50+ (=40 1 —)
0 -\ 0 0 1
Lap_lace . 1_|_1 141 1 —)\
1. Z/1. Sp A ‘ - ’ (=) ! '0 1'
= /\2-(— —5-1)+4-17=(N)>—5\* +4

ER (21 (W —4) = (A - )(/\+ (A= 2)(A +2)
fiir alle A € R; damit besitzt A die vier verschiedenen reellen Eigenwerte
)\1 = 1, )\2:—1, )\3:2 und )\4:—

und ist damit als 4 x 4-Matrix reell diagonalisierbar.

Wegen
-1 0 0 -4 -1 0 0 -4
1 -1 0 0 o -1 0 -4
A-A-Bo=tg 0 s [anlo 1 o1 s | wi
o 0 1 -1 0O 0 1 -1
-1 0 0 -4 -1 0 0 -4
. 0o -1 0 —4 . 0o -1 0 -4
0o 0 -1 1 )Jwym| O O -1 1
o 0 1 -1 0O 0 0 0
—4
ist v; = _14 € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 1, wegen
1
1 00 —4 1 00 —4
110 O 010 4
A= Be=1y 1 1 5 7lor 1 5 |
001 1 001 1
100 —4 1 00 —4
. 010 4 . 010 4
001 1T frwv-mm |0 O 1 1
001 1 000 O
4
ist vy = :le € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, = —1, wegen

1



-2 0 0 -4 -2 0 0 -4

1 -2 0 0 0O -2 0 =2
AT B0 0 2 s |0 1 <2 5 |
0O 0 1 =2 o 0 1 =2
-2 0 0 -4 -2 0 0 -4
— 0 -2 0 =2 - 0O -2 0 -2
0O 0 -2 4 fwim|( O 0 -2 4
0O 0 1 =2 o 0 0 0
—2
ist v3 = _21 € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A3 = 2, und wegen
1
200 —4 2 00 —4
1 20 O 020 2
AT Bl s [ Tloo1 2 s |
001 2 001 2
2 00 —4 2 00 —4
- 020 2 - 020 2
0 0 2 4 I\/féIH 0 0 2 4
001 2 000 O
2
ist vy = : ; € R* ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, = —2. Folglich ist
1

v1, Vg, V3, V4 eine Basis von R* aus Eigenvektoren von A.
4. a) Fiir ein Polynom
p(X) =ag+ a1 X +a X? + a3 X? € Pol3(R)
ist
p(X +1)=ag+a (X +1) +ay(X +1)* + as(X + 1)* € Pols(R)
sowie
p(X —1)=ag+a (X —1)+as(X — 1) + az(X — 1)* € Polz(R);

die Unbestimmte X wird also durch X 41 bzw. X — 1 ersetzt; fiir die lineare
Abbildung

1
f : Poly(R) = Poly(R),  p(X) = 5 (p(X +1) +p(X — 1)),
ergibt sich damit fir p(X) = 1, also mit ap = 1, a1 = 0, az = 0, ag = 0,
dann

f)y=<(1+1) =1,

N | —



fir p(X) = X, also mit ag =0, a1 = 1, ay = 0, ag = 0, dann
F) =5 (KD +(X - 1) =X,
fiir p(X) = X?, also mit ag =0, a; =0, ay = 1, a3 = 0, dann
f(X?) = % (X+1)+(X-1°)=X"+1

und fiir p(X) = X3, also ag =0, a1 =0, as = 0, a3 = 1, dann

FX = L x P (X - 1)) = X 43X

2
Wegen
f(l) = 1-14+0-X+0-X*+0-X3
f(X) = 0-1+1-X+0-X*40-X°
f(X?) = 1-1+0-X+1-X>+0-X°
f(X?) 0-14+3-X+0-X*+1-X3

ergibt sich damit fiir die darstellende Matrix von f beziiglich der Standard-
basis 1, X, X2, X? damit

c R4><4

o O O
o O = O
O = O =
_ O W o

Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte und die Eigenvektoren der darstel-
lenden Matrix M € R** des Endomorphismus f : Pol3(R) — Polz(R).
Wegen

1—Xx 0 1 0
. . 0 1—A 0 3 Dreiecks— . 4
Xar(A) = det(M =X Ey) = | 0 1o 0 | e (=)
0 0 0 1—A
fiir alle A € R besitzt M nur den Eigenwert A = 1, und wegen
0010 1 0
10 0 0 3 . 10 |1 4
M-1-E,= 000 0 ist U] = NE Uy = 0 eR
0000 0 0

eine Basis des Eigenraums Eig(M; A = 1). Dementsprechend besitzt auch f
nur den einen Eigenwert A = 1, und
1-140-X4+0-X>4+0-X3 = 1,
0-1+1-X+40-X*40-X° = X

bilden eine Basis von Eig(f; A = 1); die Eigenvektoren von f sind also genau
die vom Nullpolynom verschiedenen Polynome p € Pol3(R) mit Grad(p) < 1.



