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1. a) Wir betrachten eine quadratische Matrix A € R™*™.
e Eine reelle Zahl A € R heifit Eigenwert von A, wenn es einen Vektor
0# 2 € R" mit Az = Ax gibt.
e Ein Vektor x € R" heifit Figenvektor von A, wenn x # 0 ist und es eine
reelle Zahl A € R mit Az = Az gibt.
e Eine Matrix A € R™" heifit diagonalisierbar, wenn
— es eine Basis by, ...,b, von R" aus Eigenvektoren von A gibt bzw.
— es eine invertierbare Matrix P € GL,(R) gibt, so daB D = P~1AP
Diagonalgestalt besitzt.
b) Fiir einen Eigenwert A € R der Matrix A € R™" definiert man:
e = € R” heifit Figenvektor von A zu A\, wenn x # 0 und A-z = \ -z gilt;
der Figenraum von A zu X ist Eig(A;\) ={z € R" | A-z = \-z}.
e Die algebraische Vielfachheit von A gibt die Vielfachheit von A als Null-
stelle im charakteristischen Polynom x4 von A wieder; die geometrische

Vielfachheit von A gibt die Dimension des Eigenraums Eig(A; \) von A
Zu A an.

Der ,,Hauptsatz iiber diagonalisierbare Matrizen“ besagt:

e Eine Matrix A € R™ " ist genau dann (reell) diagonalisierbar, wenn
zum einen das charakteristische Polynom x4 von A komplett in (reelle)
Linearfaktoren zerfillt und zum anderen fiir jeden Eigenwert A\ von A
die algebraische und die geometrische Vielfachheit iibereinstimmen.

2. a) Esist
1 -2 1 1 -2 1
A-XN-By=[-2 4 2™ (0o o o],
~1 2 -1/ ™" \o 0 o
also

Rang(A—\-E3) =1< 3;
damit ist A = 3 ein Eigenwert von A, und fiir den Eigenraum ergibt sich
2 -1

Eig(A;\) =R-u; + R - uy mit wu; = |1 und us =1 0
0 1



b) Esist x # 0 mit

4 -2 1 ~1 —7 ~1
Ax=|-2 7 =2|-(2]=(1]=71{2];
~1 2 2 1 7 1

damit ist z € R? ein Eigenvektor von A zum Eigenwert pu = 7.

¢) GemiB a) sind w; und ws linear unabhéingige Eigenvektoren von A zum
Eigenwert A = 3, und geméafl b) ist x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
p = 7; damit sind w;, uy, x linear unabhingige Vektoren in R3, wegen
dimR3 = 3 also schon eine Basis von R? aus Eigenvektoren der Matrix A.
Folglich ist A reell diagonalisierbar, und mit der invertierbaren Matrix

2 -1 -1
P = (Ul,UQ,l') = 1 0 2 € GLg(R)
0 1 1

und der Diagonalmatrix

D = diag (A, A, p) =

oo w
o wo
N o o
m
7
w
X
w

ergibt sich die Beziehung P~*AP = D.

3. Die in Abhéngigkeit vom reellen Parameter a € R gegebene Matrix

0 —a 0
M,=|1 a+1 0 e R3*3
0 1 a-+1

besitzt zunachst die Determinante

0 —a 0
det M,=1{1 a+1 0 o 04+04+0)—(0+0—a(a+1)) =ala+1),
O 1 a—|—1 arrus

und wir erhalten
M, invertierbar <= det M, #0 < a € R\ {-1,0}.

Ferner besitzt M, das charakteristische Polynom

—A —a 0
Xa(A) = det(M,—AE3)=|1 a+1-—2A 0
0 1 a+1—M\
Lap_laco _1\3+3 . ) —A —a
3. S;alte ( 1) (CL +1 )\) ‘ 1 a+1— A

(a+1-=X)-(=Xa+1—=X)—(—a))
(a+1-=X)- (V= (a+1)A+a)
= —(A=(e+1)-(A=a)-(A-1)

Vieta



fir alle A € R; damit zerfillt x,(A\) komplett in Linearfaktoren, und fiir die
Nullstellen
)\1:a—|—1, )\2:(1, )\3:1
gilt stets Ay # Ay sowie
AM=A3 <= a=0 und )\2:)\3<:>a:1,

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiira € R\ {0, 1} besitzt M, die drei (paarweise) verschiedenen Eigenwerte

A1, A2, Az und ist damit als 3 x 3—-Matrix diagonalisierbar.

e Fiir a = 0 besitzt My den Eigenwert \; = A3 = 1 der algebraischen Viel-
fachheit a; = 2; wegen

-1 0 0 1 00
My—1-Es=1 0 0]~10 10
0 10 000

ergibt sich die geometrische Vielfachheit
v =3—Rang(My—1-F3)=3—-2=1,
und wegen 7, # « ist My nicht diagonalisierbar.

e Fiir a = 1 besitzt M; den Eigenwert A\ = A3 = 1 der algebraischen Viel-
fachheit ap = 2; wegen

-1 -1
My—-1-E35=11
0

ergibt sich die geometrische Vielfachheit
v =3—Rang(M; —1-FE3) =3—-2=1,

0 11
O] ~ 1[0 1
1 00

o = O

1
1

und wegen 7, # o ist M; nicht diagonalisierbar.

Zusammenfassend ergibt sich

Matrix M, dlagonahslerbar .
Ja nemn
invertierbar —3% ¢ eRN{=1,0,1} ja=1
nein a=—1 a=0

4. a) Die in Abhéngigkeit vom Parameter ¢ € R gegebene Matrix

0 00
Ac=|(1 0 1] eR¥>
2c ¢ 0
besitzt das charakteristische Polynom
-2 0 0
Xa(\) =det(A—AE;) = 1 -\ 1| = N ted=-A)\ -0
2 c c _)\ arrus

fiir alle A € R; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung;:



e Fiir ¢ < 0 ist ¢ mit g(\) = A\? — ¢ fiir alle A € R eine quadratische
Funktion ohne (reelle) Nullstellen; damit ist Ay = 0 der algebraischen
Vielfachheit oy = 1 der einzige Eigenwert von A..

o Fiirc = 0ist x4,(\) = — )3 fiir alle A € R; damit besitzt Ay den einzigen
Eigenwert A\; = 0 der algebraischen Vielfachheit oy = 3.

o Fiir ¢ > 0 ist xa,(A) = =X (XA — ) (A + o) fiir alle A € R; damit
besitzt A. die drei verschiedenen Eigenwerte Ay = 0, Ay = /¢ > 0 und
A3 = —y/c < 0 jeweils der algebraischen Vielfachheit oy = ap = a3 = 1.

b) Wir treffen dieselbe Fallunterscheidung wie in a) und erhalten:
e Fiir ¢ < 0 zerfillt das charakteristische Polynom x4, nicht in (reelle)
Linearfaktoren; damit ist A, nicht (reell) diagonalisierbar.
e Fiir ¢ = 0 ist Rang(A4g — M F) = Rang(Ay) = 1, und damit ist A\; =0
von der geometrischen Vielfachheit v, = 2; wegen v; < ay ist Ay nicht
diagonalisierbar.

e Fiir ¢ > 0 besitzt A. drei verschiedene Eigenwerte und ist daher als
3 x 3-Matrix diagonalisierbar.

c) Fiir ¢ = 4 besitzt die Matrix Ay geméf a) die drei verschiedenen Eigenwerte
A =0, Ay =2 und A3 = —2. Wegen

000 1 01 10 1
Ag—MEs=[10 1] =" (2 1 0] - [0 1 —2
8 4 0) ™M \g 00/ " \0 o0 0
—1
ist v; = | 2 | € R3 ein Eigenvektor von A4 zum Eigenwert \; = 0, wegen
1
-2 0 0 i 2 0 0 14 1 0 0
Ay —XE3=| 1 =2 1 S -2 1 ~ |0 =201
g 4 o)\, 4 _pfmmiy g
0
ist vy = [ 1] € R? ein Eigenvektor von A4 zum Eigenwert \; = 2, wegen
2

200\ ,.,/(200 i (100
Ag—ME;=1[1 2 1] ~ [0 2 1 2o 0 21
g 4 o) W\ g 4 of W2\ g g
0
ist v3 = | =1 | € R? ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert A3 = —2. Mit
2

der invertierbaren Matrix

0
P= (Ul,Ug,’U?,) = 2 1 -1 S GLg(R)
1 2



c)

und der Diagonalmatrix

00 O
D= diag()\l, )\2, )\3) = 0 2 0 € R3X3
00 -2

ergibt sich damit P~'A,P = D.

Fiir einen Endomorphismus f : V — V eines R—Vektorraums V' sind die
beiden folgenden Eigenschaften dquivalent:

e Es gibt eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f.

e f besitzt eine darstellende Matrix in Diagonalgestalt.

Damit kann die eine Bedingung zur Definition von ,, f ist diagonalisierbar.*
erhoben und die andere Bedingung als gleichwertige Charakterisierung auf-
gefait werden. Wegen V' # R”™ und damit f # £, ist der Riickgriff auf eine
Abbildungsmatrix A € R™*" allerdings nicht méglich!

Der Endomorphismus f; : R" — R", f,(x) = A; - z, ist genau dann dia-
gonalisierbar, wenn die Abbildungsmatrix A; € R™*™ diagonalisierbar ist.
Wegen

1-x 1 t
xa,(\) = det(4, —A-Ey)=| 1 1-X ¢
1 —-1 2-A
= (1=X?-2=N+t—t)—(tL=N) =t =N+ (2-N)
= 1-X>2-0)-2=-N=(1=-X>=-1)-(2=X)
= A1=A=1A=XA+1)-2=-X)==-Xx-(2=-))

fiir alle A € R besitzt A; die beiden Eigenwerte A\; = 0 der algebraischen
Vielfachheit oy = 1 (und damit der geometrischen Vielfachheit v, = 1)
sowie Ay = 2 der algebraischen Vielfachheit a, = 2 (und damit der geo-
metrischen Vielfachheit v5 € {1,2}). Das charakteristische Polynom y 4, ()
zerfillt komplett in Linearfaktoren mit v, = «y, so dafl A; genau dann
diagonalisierbar ist, wenn auch v, = as gilt; wegen

1 1 t 11 ¢ . 11 0
11+1 [—5-1I

A —2-Bs=|1 -1 t| "™ (o0 0 20| & 0 0 2

1 —1 0/ ™ \o 0o ¢/m30\ g o 0

ergibt sich
72 =2 <= Rang(4; —2-E;3) =1 < t=0.

Folglich ist A; bzw. f; genau dann diagonalisierbar, wenn ¢ = 0 ist.
Fiir ¢t = 0 ist die Matrix Ay € R3*3 gemif b) diagonalisierbar. Wegen
11 0

~ 01 -1
II»— 1111 00 0

II-I
~
II1-1

—_ =

1
Ar— M- Es5= |1
1

N OO

1 1
0 0
0 -2

N O O

—1



-1

ist vy = | 1 | eine Basis des Eigenraums Eig(Ap, Ay = 0), und wegen
1
-1 10
Ay —X-E3~ 10 00
»\o 00
1 0
ist vy = [ 1], v3=|0] eine Basis des Eigenraums Eig(Ag, \a = 2); mit
0 1
der invertierbaren Matrix
-1 10
P = (’Ul,UQ,Ug) = 1 1 0 € GLg(R)
1 01
und der Diagonalmatrix
000
D =diag(A, Ao, Ao) = [0 2 0] e R
00 2

ergibt sich damit P~'AyP = D. Dabei ist D die darstellende Matrix des
Endomorphismus fp : R?* — R3 beziiglich der Basis vy, vq, v53 von R3,

Der gegebene Endomorphismus
@ R¥? 5 RP>2 p(A)=A+ AT,

des Vektorraums R?*2 aller 2 x 2-Matrizen besitzt beziiglich der Basis

10 0 1 0 0 00
s=(oo) 2=(0) =) m-(Y)

10 1 0 2 0
0 1 0 0 0 1
00 0 1 0 1
00 0 0 0 0
@(&)Z(O 1)+(0 1)=(0 2)=0-Bl+0-Bz+0-Bg+2-B4
die darstellende Matrix
2 0 00
10110 Axd
M=1g 11 0| R
00 0 2



b) Die darstellende Matrix M € R*** von ¢ ist gemifl M " = M symmetrisch
und damit insbesondere diagonalisierbar; folglich ist auch der Endomorphis-
mus  diagonalisierbar. Genauer gilt: wegen

2—A 0 0 0
0 1—A 1 0
Xar(A) = det(M —A- Ey) = 0 I 1—=X 0 |1 Zeie
0 0 0 2— A
1—X 1 0
o B B 2 1—X I
=@=N-p L =A 0 s 2N ‘1'FA_

0 0 2—A
=@ [N -] = 2 A2 (20 ()] = —A- @2 A

fiir alle A € R besitzt M den dreifachen Eigenwert A\ = 3 und den einfachen
Eigenwert Ay = 0; wegen

0O 0 0 O 01 -1 0
0 -1 1 0 00 0 O
M=M-Ee=1y 1 1 9|7 foo0 0 o
0O 0 0 0 00 0 O
ist
1 0 0
o | o
ul - 0 I u2 - 1 ) U/3 - 0
0 0 1
eine Basis des Eigenraums Eig(M, A1), und wegen
2 0 00 2 000 0
0110 01 10 . -1
M=A-Ea=1g 1 1 o™ ]oo0o0 2] B “=|;
00 0 2 00 0O 0

eine Basis des Eigenraums Eig(M, \2). Folglich sind u;, us, us, uy eine Basis
von R* aus Eigenvektoren von M, so dafl

1-Bi+0-By+0-B3+0-By =

O =
o O
N———

OBl+1B2+1Bg+OB4 =

0-Bi+0-By+0-By+1-By =

o O
— O
N———

0-By+(=1)-By+1-Bs+0-By =

S~ N~ N~ N~
=) —_ O

[ o =

©c 4 N——
~~

eine Basis von R?*? aus Eigenvektoren von ¢ ist.



Fiir die gegebenen Vektoren

1 1 5 5
v=101], vu=|(1], wi=[3], wy= 4] eR?
-1 1 1 3

1 1 5 5 1 1 5 5 10 21
A=10 13 4| ~ (013 4] & (o1 3 4];
~1 113/ ™ \o 268 "*\0 000
damit sind vy, vy linear unabhéngig mit
wy =201+ 3 vy und wy =1 -v1+4- vy,

insbesondere also eine Basis von V' = (vy, vg, w1, ws).

Da vy, vy eine Basis von V sind, gibt es nach dem Prinzip der linearen Fort-
setzung fiir jeden Vektorraum V’ und jede Wahl von v}, v§, € V' genau eine
lineare Abbildung f:V — V' mit f(v;) = v} und f(vy) = v}; insbesondere
existiert genau ein Endomorphismus f : V — V von V mit f(v;) = w; und
f(vg) = wy. Wegen

flor) = w = 2-v + 3w : _ (21 2x2
f(UQ) = Wy = 1'U1 + 4'1}2 ist M = 3 4 €R

die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis vy, vy von V.

Wegen

() = det(M — \ By) = ‘2” ! ‘ -

34—\
=2-ANA4=-AN)=-3=X-6A+5=AN—-1)(A—5)

fiir alle A € R besitzt M die beiden einfachen Eigenwerte A\ =1 und Ay =5
und ist damit als 2 x 2-Matrix insbesondere diagonalisierbar; wegen

11 A -1
M_ME?_(?) 3>m”33.1(0 0) it “1_<1)

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert \; = 1, und wegen

31 301\ . 1
M_MEZ_(?, —1)111”11(0 o) 1t “2_(3)

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert Ay = 5. Folglich ist auch der Endo-
morphismus f von V' diagonalisierbar, und

0 4
by=(—1)-v4+1-v=[1 und  bp=1-v;+3-v5=13
9 2

ist eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f.



8.

a)

Eine quadratische Matrix A € R™*™ heift

e orthogonal, wenn A - A" = E, = AT . A gilt; es kann auch die dazu
aquivalente Eigenschaft, dal die Spalten von A eine Orthonormalbasis
von (R™, o) bilden, zur Definition erhoben werden.

e orthogonal diagonalisierbar, wenn es eine orthogonale Matrix P € O,,(R)
und eine Diagonalmatrix D € R™*" mit PTA P = D gibt; es kann auch
die dazu &quivalente Eigenschaft, dafl es eine Orthonormalbasis von
(R™ o) aus Eigenvektoren von A gibt, zur Definition erhoben werden.

Da A € R™*™ orthogonal diagonalisierbar ist, gibt es eine orthogonale Matrix
P € O,(R) und eine Diagonalmatrix D € R™ "™ mit

PTAP = D, also A=PP"APP' =PP'APP" = PDP';
D SR —
=F, =F, =D
wegen
AT = (PDPT) = (P)T DT PT = PDPT = 4
=P =D
ist die Matrix A symmetrisch.

Da die Matrix A € R™*" symmetrisch ist, ist sie geméfl dem Satz iiber die
Hauptachsentransformation orthogonal diagonalisierbar, es gibt also eine
orthogonale Matrix P € O, (R) und eine Diagonalmatrix D € R™™ mit

PTAP = D, wie in b) also A= PDP';

dabei ist D = diag(Aq, ..., A,) mit den Eigenwerten Ay, ..., A\, von A. Da A
nur die Eigenwerte —1 und 1 besitzt, gilt A2 = ... = A2 = 1 und damit

D-D" = D-D=diag(),...,\}) = diag(1,...,1) = E,,
D'=D

so daB die Matrix D € O, (R) orthogonal ist; folglich ist aber die Matrix A
als Produkt der orthogonalen Matrizen P, D und P" ebenfalls orthogonal.

Die gegebene Matrix

N
A:5 —2 6 2 | eR¥>3
-1 2 3

ist gemifl AT = A symmetrisch, mithin orthogonal diagonalisierbar. Wegen

1 3—2 =2 —1
-1 2 3—2



ist Rang(A — 1- E3) = 1 < 3; damit ist Ay = 1 ein Eigenwert von A der
(algebraischen wie geometrischen) Vielfachheit 3 — Rang(A — 1 - E3) = 2,
und die Vektoren

2 1
vn=|[1], = |0] eR?
0 1

bilden eine Basis von Eig(A; A\; = 1). Damit besitzt A einen weiteren Eigen-
wert Ay der (algebraischen wie geometrischen) Vielfachheit 1 mit

Eig(A; \;) = Eig(4; A1)
folglich ist der Vektor

2 1 1
V3 = V1 X Vg = 1 x|0l=1-2 ERB
0 1 -1
eine Basis von Eig(A4; A2), und wegen
1 3 -2 -1 1 1 8 1
Avg=5 (=2 6 2| [=2) =5 (-16] =4-|-2] =4-v,
-1 2 3 —1 —8 —1
ergibt sich Ay = 4.
Wegen Eig(A; \;) = Eig(A; X)L ist
1 1 2
Vi=vyxvg= 0] x|-2]=] 2| eR?
1 -1 —2

ein (auf vy senkrecht stehender) Eigenvektor von A zum Eigenwert A;, und

folglich bilden

vy 1 ! Vg 1 é U3 1 1

== | 1] === (0] b= = — | =2
il = V3 \ Teell = V2 |} fesll ~ V6 \

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren von A. Mit der ortho-
gonalen Matrix

WAZERZEE
P:(b1,b2,b3):% _\/\/5§ \(/)g :? € O3(R)

und der Diagonalmatrix

D= diag()\l, )\1, )\3) = S R3X3

o O =
O = O
- O O

erhélt man somit, da P'A P = D Diagonalgestalt besitzt.



c) Fiir die Matrix

c R3X3

1
F = diag(v/M1, VA, v/ A0) = | 0
0

S = O
N OO

gilt F?2 = D, so daf sich fiir die Matrix B = PFPT € R**3 damit
B?=(PFP")>=PF*P" =PDP" =P(PTAP)P" = A

ergibt; dabei ist

L (V2 VB 10 0 1¢§\/§1T
B = —\{|+v2 0 =2|-l0o10)]-—|+v2 0 =2
V62 v3 -1 (002 ez v3 1
L(VE VB 2\ (VEVE VR (T =2 -l
= ol v2 0 (VB0 VB =c(-2 0 2
V2 V3 =2 1 -2 -1 -1 2 7

10. a) Die Aussage ist (sogar fiir beliebiges n € N) wahr: ist ndmlich A € O,(R)
orthogonal, so gilt nach Definition A" A = E,,, mit dem Determinantenmul-
tiplikationssatz also

1 =det(E,) = det(ATA) = det(A") det(A),
woraus wegen det(AT) = det(A) schon
1 =det(A") det(A) = (det(A))”

und damit det(A) = 1 oder det(A) = —1 folgt.

b) Die Aussage ist (sogar fiir beliebiges n € N) wahr: ist ndmlich A € O, (R)
orthogonal, so gilt nach Definition AT A = E,; ist nun A € R ein Eigenwert
von A, so gilt

Arx =Mz fir ein 0 # 2z € R",

2 r=z"E,x=xa" (ATA) T = (xTAT) (Az) =
=(Az)" (Az)=(\2)" Ax) =\ (z"a),

wegen 'z > 0 also 1 = A\? und damit A = 1 oder A = —1 folgt.
c) Die Aussage ist falsch: die Matrix

_ 0 —1 2x2
A_(1 O>E]R

a0 )0

ist wegen



11.

orthogonal, besitzt aber wegen

-\ 1’

Xa() = det(A - 2By = | |,

= (A= (-1)-1=X+1>0

fir alle A € R keinen (reellen) Eigenwert.

Die Aussage ist (sogar fiir beliebiges n € N) wahr: ist ndmlich A € O, (R)

orthogonal, so gilt nach Definition AT A = F,; damit ist A invertierbar mit
Al =AT,
Die Aussage ist falsch: die Matrix A € Oy(R) von c¢) ist orthogonal, wegen

T (0 1 0 -1\
v=(G0) 200
aber nicht symmetrisch.

Eine Bilinearform o : V x V' — R auf dem R-Vektorraums V heifit
e symmetrisch, wenn o(v,w) = o(w,v) fir alle v, w € V gilt;
e positiv definit, wenn o(v,v) > 0 fiir alle v € V mit v # 0y gilt.
In Abhéngigkeit von den Parametern s,t € R ist die Matrix

1 —-11
A&t = —]_ S t € R3><3
1 1 s

mit der zugehorigen Bilinearform
Ost R3 x R?® - R, osi(z,y) = mTAS,t Y,
zu betrachten; dabei gilt zunéchst
05 symmetrisch <= A;; symmetrisch <= t = 1.

Ferner besitzt die symmetrische Matrix A, ; € R3*3 die drei Hauptminoren

det(1) =1>0 sowie det ( 11 _Sl) =s—1

und
1 -1 1

det(Agp) = |=1 s 1} = ("=1-1) = (s+1+s)=5"—25-3,
1 1 arrus

ist also nach dem Kriterium von Hurwitz genau dann positiv definit, wenn
s—1>0 und s2—25—-3>0

gilt; dies ist wegen
§—=1>0 <= s>1

und damit
0<s*—25—3=(s—3)(s+1) = 5-3>0 ¢ s>3

genau fiir s > 3 der Fall. Folglich ist die Bilinearform o,; genau dann sym-
metrisch und positiv definit, wenn ¢ = 1 und s > 3 gilt.



b) Der im euklidischen Vektorraum (R?*, o) gegebene Untervektorraum
U:{x€R4]x1—$2+2:E3—61:4:0}

besitzt (als Losungsraum einer homogenen linearen Gleichung mit den freien
Variablen x5, x3 und z4) die Basis

v = und w3 =

O O ==
—_ o OO

die wir nun dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren unter-
werfen: damit erhalten wir zunéchst

1 1
a; = v = (1) mit [lai]] = V2, also blzua—llwczl:% (1) )
0 0
danach
—2 1 2 1 —1
ag = vy — (vg0by) by = ? —\_/—; % (1) = ?)4— é = i
0 0 0 0 0

mit

-1
1 1 1
a =\/§, also by = —— a9y = — ’
o] * Tl 3(1
0

und schlie3lich

ag = v3— (v30by)-by — (v30by) by =
6 1 q
_ 10 6 1 |1 -6 1 1|
o] vz v2|0] V3 3|1
1 0
= 0 -3 0 +9 . _ )
mit
1
HCLBHZ\/?, also b3 = —— a3 = —
| as]| V7| 2
1

Wegen (b1, b, b3) = (v1, v, v3) ist by, ba, by eine Orthonormalbasis von U.



12. a)

Die gegebene Bilinearform
o, RPxR* =R, o4z, y) =1"Ay,

ist genau dann ein Skalarprodukt auf R3, wenn die Matrix

As — c R3><3

O =~ =
[S) RV
»n O O

symmetrisch und positiv definit ist. Wegen A] = A, ist A, symmetrisch
und damit nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz genau dann auch
positiv definit, wenn ihre drei Hauptminoren positiv sind; wegen

1 4
det(l):1>0, det(4 8)25—16 und
140
det (4 s 6] =(s°+0+0)—(0+36+16s) =s*—16s— 36
0 6 s

mit

s—16>0 <= s>16 und damit
2 —165—36>0 <= s*—162x+64>36+64
— (5s—28)%> 100 = 5—8>10 <= s> 18

ist dies genau fiir s € |18, 0o der Fall.

Fiir den Winkel «, den die Einheitsvektoren e; und e, beztiglich dem Ska-
larprodukt o3, einschlieflen, gilt

032(61,62) B 4 _L_\/_i
\/‘7(61761)'0(62,62)7\/I.\/g_gfﬂ* 5

und wir erhalten den Winkel o« = % = 45°.

Ccos . =

Wir unterwerfen die Basis e1, e5 des gegebenen Unterraums U = (eq, e5) von
R3 dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren beziiglich dem
Skalarprodukt o9 und erhalten

1

1
ag=e = (0| mit |lai]] =vV1I=1, also by = — -
X ]

1
ayp = 0 ;
0
und damit

1
a9 :6’2—0'20(62,b1> 'bl = 1 —4. 0 = 1
0



mit

1 4 0 —4
ox(as,a2) = agAspaz=(—4 1 0)-|4 20 6| | 1
0 6 20 0
0
= (—4 1 0) - 14 = 4, bzw. Hag” = \/Ozo(ag,ag) = 2,
6
also
1 [
by=7—F-a=5|1];
la] 2\ o

folglich ist by, by eine Orthonormalbasis von U beziiglich 9.

13. a) Wir betrachten einen Untervektorraum U eines euklidischen Vektorraums
(V, o) mit endlicher Dimension dim (V') < oo.

e Eine Basis by,...,b, von U heifit Orthonormalbasis von U, wenn die
Vektoren by, ...,b, beziiglich des Skalarprodukts ¢ normiert und paar-
weise orthogonal sind; fiir alle ¢, 7 € {1,...,7} mit i # j gilt also

bille = Vo (bi, b)) =1 und U<bi7bj> =0.

e Ein Untervektorraum U~ von V heiit orthogonales Komplement von
U in V, wenn er ein zu U komplementérer und beziiglich des Skalar-
produkts o orthogonaler Untervektorraum von V ist; es gilt also

UaUr=V ud ULU
Alternativ kann man auch
Ut ={veV|ulovfiralleuc U}

definieren.
b) Eswird nun der euklidische R* mit dem Standardskalarprodukt o betrachtet.

e Die beiden gegebenen Vektoren vy, vy € R* sind gemifl

2 -1
2 0
vov=| o], =2-(-1)+2-0+0-2+1-2=0
1 2
orthogonal, so daf8 der erzeugte Untervektorraum U = (v1, v) C R* die
Orthonormalbasis
2 -1
1 112 1 110
b = — = — b e — — —
Pl s (o) P T e T8 2
1 2



besitzt. Mit der Hilfsmatrix B = (v, v5) € R**? gilt ferner

Ut={zeR'|B'z=0},

und wegen
T 2 2 01 -1 0 2 2 -1 0 2 2
B' = ~ ~
-1 0 2 2)J1en\2 2 0 1/)mn42aa\ O 2 4 5
1st
2 4
-2 I
V3 = 1 3 Vg 0
0 2

eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U in R*; wir unter-
werfen diese dem Gram-—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren
und erhalten

2 2
—2 . 11 -2
az=vy=| 4 mit |lag|| =3, also bg—m'ag—— HE
0 0
sowie
4 2 0
5 18 1 =2 -1
ap=vi—(vobs) bs=| | =55 {[=|_5
2 0 2
mit
0
1 1] -1
- 3 1 b = — = —
|| ayl] , also by Tl w=z| 5|
2

so dafd bs, by wegen (bs, bs) = (v3,v,) eine Orthonormalbasis von U ist.
Insgesamt ist by, bo, bs, by eine Orthonormalbasis von (R?, o).

Fiir die Spiegelung sy : R* — R* am Untervektorraum U C R* gilt
sy(by) =by und sp(be) =by fir by, by €U
sowie
sy(bs) = —bs und sy(by) = —by fiir by, by € U™,
fiir die Abbildungsmatrix A € R*** von sy gilt demnach
A-by=0b;, A-by=0by sowie A-b3=—bs, A-by=—by,
und mit den beiden Hilfsmatrizen

P = (bl,bg,bg, b4) c O4(R) und Q = (bl, bz, —bg, —b4) € O4(R)



ergibt sich

A'P:A'<b1,b2,b3,b4) == (A'bl,A'bQ,A'bg,A'b4)
= (b17b27 _b37 _b4) = Qa

also
A= Q -P! = PT =
Q Pe0y4(R)
2 -1 -2 0 2 2 0 1
o 1f2 0 2 1| 1]-1 0 2 2f_
~ 310 2 -1 2|'3]l2 -2 1 of
1 2 0 -2 0 -1 —2 2
1 8 —4 0
18 -1 0 4
= 9|4 0 -1 8| O®
0 4 8 1

14. Wir betrachten den Vektorraum R?, versehen mit dem Standardskalarprodukt o.

2)

Es gilt:

e Die lineare Abbildung f : R® — R3, f(z) = A -z, beschreibt genau
dann eine Drehung, wenn die Abbildungsmatrix A € R3*3 orthogonal
mit Determinante det(A) = 1 ist.

e Die lineare Abbildung f : R® — R3, f(x) = A-z, beschreibt genau dann
eine Spiegelung, wenn die Abbildungsmatrix A € R3*3 orthogonal und
symmetrisch ist.

Wir bestimmen zunéchst die notwendige Gestalt der Abbildungsmatrix

A= (81, So, 83) e R3*3 mit S3= | a3 | € R3,

so daB die lineare Abbildung f : R® — R? f(z) = A -z, eine Drehung
beschreibt, die e; auf es und ey auf e3 abbildet. Wegen

81:A'61 = f(el):eg
SQZA'€2 = f(€2>:63

ergibt sich

0 0 a3
A= 10 ass | ,
0 1 ass
wegen A € O3(R) insbesondere
$1Ls3, also 0 = s1 083 = asa3,

Sol 53, also 0 = s9 0 53 = ass,



15.

a)

sowie
1 =det(A) = (0+ 0+ azs) — (04 0+ 0) = ais,

insgesamt also

A:

o = O
_ o O
o O =

Diese einzige in Frage kommende Matrix A € R3*3 ist wegen ATA = FEj
orthogonal, und nach Konstruktion gilt det(A) = 1 sowie f(e;) = ey und
f(es) = e3; insbesondere ist f : R® — R3 eine Drehung. Wegen

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
A-B=11 -1 o™ [0 -1 1t |"™"[o0o -11
0o 1 -1 0o 1 -1 0 0 0
1
ergibt sich die Drehachse R- | 1 |, und fiir ihren Drehwinkel a gilt
1
1

2cosa + 1 = Spur(A4) =0, also cosa = —7,

und damit o = :E%’/T = +120°.

Es keine keine Spiegelung f : R® — R? existieren, die e; auf e; und e, auf
e. abbildet; ansonsten ergibt sich wegen f o f = idgs ndmlich in

er = idga(er) = (f o f)(er) = f(f(er)) = f(e2) = €3

ein Widerspruch. Alternativ 148t sich auch wie folgt argumentieren: analog
zu b) besitzt die Abbildungsmatrix die notwendige Gestalt

0 0 ais
A=11 0 ax| € R3*3
0 1 ass

und ist damit wegen AT # A nicht symmetrisch.

Die Matrix
1 6 -2 3
S;==1-2 3 6 | eR¥>
"\3 6 -2

ist wegen S|'S; = F3 orthogonal und wegen S| = S; symmetrisch. Damit
beschreibt die Abbildung s; : R® — R3, s1(z) = S - x, die Spiegelung am
Eigenraum Eig(Si;1) von S; zum Eigenwert 1; wegen

1 -1 -2 3 -1 -2 3
S1—1-FE3= - -2 -4 6 |~10 0 0
3 6 -9 0 0 0

ist also s; die Spiegelung an der Ebene E; : —x1 — 229 + 323 = 0.



b) Die gegebene Ebene

1 0
EQIR'U1+R'UQ mit Uy = 1 und Uy = 1
0 1
besitzt das orthogonale Komplement
1 0 1
Ef =R-7 mit v=u Xuy=u = |1 x[1]=1]-1
0 1 1

und folglich die Darstellung
Egz{x€R3|x1—x2+x3:0}.
Fiir z € R? betrachten wir die Zerlegung

r=_u +_u mit U=A-v fir ein A € R,
~— | S~
S5 eE2l

woraus wegen

Il—)\
u=r—A0v= x4+ ]| € Ey
LU3—)\

zunachst

1
(1 —A) — (w2 + A) + (23 — ) =0, also A=< (r1 — 29+ 13),

3
folgt. Somit ist
sp(x) = u—u=(x—-AN-0)—A-v=x—-2\-0
xl—%(fﬂl—.fb'g—'—flfg)'l %l’l—l-%mg—%l'g
= $2—2($1—$2+$3)'(—1) = %1314‘%1’24—%1’3
x3—§($1—x2+x3)-1 —§$1+§$2+%ZL’3
1 1 2 -2
= Sy-r  mit 5223 2 1 2 | eR¥
-2 2 1

c¢) Fiir die Komposition d = sy 05, : R® — R? d(z) = S -z, gilt

(1 2 -2\ /6 -2 3
-2 2 1 3 6 -2
L[4 -8 19
= —| 16 11 8 R3*3
21 < ’



16.

a)

wegen ST S = Ejy ist S orthogonal, so dal d wegen

1 4 819 mear 1 4 819 21 aus 11
det(S) - ﬁ 16 1 8 HI?’QI ﬁ 0 -2l 84 21:%158111
—-13 16 4 —21 0 42
b2 |4 =8 19
= — |0 -1 4|=—-((8+32+0)—(19+0+0)) =1
21 | )y o] 21

eine Drehung beschreibt. Wegen

1 —4—-21 —8 19 —-25 -8 19
S—1-FE; = 21 16 11-21 8 ~ | 16 —-10 8
—13 16 4-21 -13 16 —-17
9 18 27\ ., (1 2 -3
ol -0 8] 2 (8 -5 4
P \3 6 -9/ s\ 2 3
1 2 -3 12 -3 10 —3
S0 =21 28] w01 =2 w01 -
N0 o/ =" oo o) N0 o0 o
1
ist R- [ 4| die Drehachse von d, und fiir den Drehwinkel o € [0, 7] gilt
3
-4)+11+4 11 5
20050+1=Spur(5):()%:ﬁ, also TR

Wir betrachten eine Drehung im euklidischen Vektorraum (R3, o) mit der

1
Drehachse R- | 1 | und dem Drehwinkel ¢ mit cos¢ = g Wir ergénzen den
0
normierten Richtungsvektor
1 1 1 1 0
bh=—7 |1 durch by =— | —1 und bs =10
RCAY AV B

zu einer Orthonormalbasis von (R3?,0). Bei der zu betrachtenden Drehung
bleibt b; als Punkt der Drehachse fest, wiahrend sich die Wirkung dieser
Drehung um den Winkel ¢ mit cosep = % (und damit sinp = j:%) in der
von by, und b3 aufgespannten Lotebene niederschlégt; fiir die darstellende

Matrix M dieser Drehung beziiglich by, bo, b3 ergibt sich damit

(b 5. (1 7) v 2= (0
M = mit D, = zw. D, =
0 D@ 7 % % ’ _%

also

(SN N

10 0 1 0 0
M=[0 2 —2]€O0sR) bzw. M=[0 2 % € O3(R).

0o 4 3 0 —4 s

5 5 5 5



Mit der orthogonalen Matrix

1 1 1 0
P = (b17b2ab3) =— 1|1 -1 0 € Og(R)
V2 \o o V2
gilt fiir die Abbildungsmatrix A dieser Drehung dann M = PTAP, also
1 1 0 5 0 0 1 1 0
T 1 1 1
A=PMP = —[1 -1 0 'E 03 -4]-— |1 -1 0
V2 1o o \/’ 04 3) V2\o 0 2
1 5 1 1 0
V2 \ 4\f 3\/5 2 \o 0 V2
1 4 V2
42 —44/2
beziehungsweise
(82 =2\ 8 2 4
A=—| 2 8 42 | =—| 2 8 —4v2] € O3(R).

10 41V/2 —42 6 10 42 42 6

Orthogonale Abbildungen f : R® — R mit fo fof = idgs und f(v) = v sind
neben der Identitét idgs auch die beiden Drehungen mit dem Drehwinkel
= :I:%7T und der Drehachse R-v; wir haben zu zeigen, dafl es keine weiteren
Abbildungen mit dieser Eigenschaft gibt.
Wir betrachten dazu eine orthogonale Abbildung f : R® — R3, f(z) = A-x,
mit fo fof=idgs und f(v) = v; damit ist zunichst die Abbildungsmatrix
A € O3(R) orthogonal. Die Komposition fo fo f hat die Abbildungsmatrix
A3, und die Einheitsmatrix E5 ist die Abbildungsmatrix der Identitiit idgs;
damit gilt A*> = Ej5, und es ergibt sich

1 = det(E3) = det(A%) = (det(A))?, also det(A) = 1.

Wegen A € O3(R) und det(A) = 1 beschreibt f eine Drehung in (R?,o0),
wobei wegen f o f o f = idgs als Drehwinkel nur ¢ = 0 mit f = idgs sowie
¢ = £3 in Frage kommen; wegen f(v) = v ist R - v die Drehachse von f.



