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1. a) Wir betrachten eine quadratische Matrix A € R"*".
e Eine reelle Zahl A € R heifit Eigenwert von A, wenn es einen Vektor
0# 2 € R" mit Az = A\x gibt.
e Ein Vektor x € R" heifit Eigenvektor von A, wenn x # 0 ist und es eine
reelle Zahl A € R mit Ax = Az gibt.
e Eine Matrix A € R™"™ heifit diagonalisierbar, wenn
— es eine Basis by,...,b, von R" aus Eigenvektoren von A gibt bzw.
— es eine invertierbare Matrix P € GL,(R) gibt, so da D = P~1AP
Diagonalgestalt besitzt.
b) Wegen
1 -2 -1 1
A—XNEs=1| 2 —4 =2| ~ [0
-1 2 1 0
ist
Rang(A—AE3) =1<3;
damit ist A = 1 ein Eigenwert der Matrix A der geometrischen Vielfachheit

v=3—Rang(A—\E3) =3—-1=2,

wobei
2 1
Uy = 1 s U = 0 S R3
0 1
eine Basis des Eigenraums Eig(A, A = 1) bilden. Fiir den Vektor z € R3? gilt
x # 0 und
2 =2 -1 1 -1 1
Az=(2 =3 2| [2]|=(=2]=CD-[2]|=(1 2
-1 2 2 -1 1 -1

damit ist x ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert u = —1. Folglich
bilden w;, ug, = eine Basis von R?® aus Eigenvektoren von A; damit ist A
diagonalisierbar, und mit der invertierbaren Matrix

21 1
P = (Ul,UQ,.CE) = 10 2 € GLg(R)
01 -1



und der Diagonalmatrix
10
D =diag(M\ A, u) =10 1
00

gilt dann P~'AP = D.
Die in Abhéangigkeit vom Parameter ¢ € R gegebene Matrix

110
A.=|1 1 0| eR¥
1 ¢ 2
besitzt das charakteristische Polynom
1—A 1 0
Xa,(A) = det(A.—AE3)=| 1 1-X 0
1 c 2—A
Laplace _1)3+3 . . ) 1—A 1
3. S;alte ( 1) <2 /\) ‘ 1 1—A

=  (2=-XN-[1=-X>-17
= (-2 [N -2X] =-(-27XN

damit zerfillt x4, vollstdndig in Linearfaktoren. Die Matrix A. besitzt die
beiden Eigenwerte A\; = 2 der algebraischen Vielfachheit a; = 2 und damit
der geometrischen Vielfachheit v; € {1,2} sowie Ay = 0 der algebraischen
Vielfachheit ay = 1 und damit der geometrischen Vielfachheit v = 1; folg-
lich ist A, genau dann diagonalisierbar, wenn v; = 2 gilt. Wegen

-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
Ao—MNEs=| 1 —1 IIIL}II 0 0 0] ~ c+1 0
1 ¢ 0o/ ™\o ¢c+1 0/ 0 0 0

und damit

3—2=1, firc# -1
=3—-R A.— M Es3) = ’ ’
" ang 1E2) {3—1_2, fiir ¢ = —1,
ist dies genau fiir ¢ = —1 der Fall.
Die gegebene Bilinearform

o, R*xR* =R, o4z, y) =1"Ay,

ist genau dann ein Skalarprodukt auf R3, wenn die Matrix

A, = e R¥

O = =
N »w
NN O



symmetrisch und positiv definit ist. Wegen A] = A, ist A, symmetrisch
und damit nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz genau dann auch
positiv definit, wenn ihre drei Hauptminoren positiv sind; wegen

det (1) =1 >0, detG i):s—1 und

1
det | 1 = (25+040) - (0+4+2)=25—-6
0

NN O

1
S
2
mit

s—1>0 << s>1 und 25—6>0 <= 25>6 «<— s>3

ist dies genau fiir s € |3, +o00[ der Fall.
Fiir s = 6 ergibt sich

110 1
os(v,v) = v'Aguv=(1 0 0)-[1 6 2 0] =
0 2 2 0
1
= (1 0 0)-[1]=1, also [Jv|lss =+os(v,v) =1,
0
und
110 0
os(w,w) = wAgw=(0 1 —1)-|1 6 2 1| =
0 2 2 -1
1
= (01 =1)-[4] =4, also |Ju|, =+os(w,w) =2,
0
sowie
1 10 0
os(v,w) = v A4gw=(100)-[1 6 2|-|1]=
02 2 —1

1
= (100)-(4])]=1
0

fiir den Winkel «, den die Vektoren v und w beziiglich des Skalarprodukts
o¢ einschlieflen, gilt demnach
o¢(v, w) 1 1

coso = = — =
[Vllos - wllog — 1-2 2

und wir erhalten den Winkel a = % = 60°.



c) Die beiden Vektoren v, w € R3 sind keine skalaren Vielfachen voneinander,
mithin linear unabhéngig, und bilden folglich eine Basis des von ihnen er-
zeugten Untervektorraums U = (v, w) von R3. Fiir s = 4 unterwerfen wir
nun diese Basis v, w von U C R3 dem Gram-Schmidtschen Orthonormali-
sierungsverfahren beziiglich des Skalarprodukts o4 und erhalten

e im ersten Schritt a; = v € R? mit

1 10 1
os(a,a1) = UTA4U:(1 0 0)- 1 4 2 0] =
0 2 2 0
1
= (1 00)-[1]=1,
0
also |la1]|,, = v/0o4(a1,a1) =1, und damit
1
1
b1: a1 = 0 s
il 0

e und im zweiten Schritt ay = w — o4(w, by) - by € R, wegen

110 1
os(w,b;) = wAb =01 -1)-[1 4 2|-{0] =
0 2 2 0
1
= (01 -1)-[1]=1
0
damit
0 1 ~1
ag =w —oy(w,by)-bp=| 1 | =1-10] =11
—1 0 —1
mit
110 —1
os(as,a0) = agAsan=(-1 1 —1)-[1 4 2 1
02 2 ~1
0
= (-1 1 1)-|1]=1,
0
also |lazl|s, = v/04(az,as) =1, und damit
~1
1
by = rag=| 1[5
lazllo, .

folglich ist by, by wegen (b1, by) = (v, w) eine Orthonormalbasis von U C R3
beziiglich oy.



3. Gegeben sind die beiden Matrizen

0 —1 1 1 0 0
A=|-1 0 1] eRrR*3 und D=0 —2 0] e R?3.
1 1 0 0 0 1

a) Die Matrix A € R¥3ist gemi AT = A symmetrisch und folglich orthogonal
diagonalisierbar.

b) Fiir das charakteristische Polynom der Matrix A € R3*3 gilt

A -1 1
Xa(A) = det(A—AE3) =|—-1 =X 1]|=
1 1 =X
1—X —1+X 0
= ~1 =X 1 | =
IT14-11 0 11—\ 1— )\
1 -1 0
1—>\:ausI (1 . )\)2 o1 — 1l =
1—X\ aus III 0 1 1

= (T=X)>-[((-X))+0+0)—(0+1+41)] =

Sarrus

= (1—=XN2[-A=2]=—-(A=1*(A+2)

fiir alle XA € R.

c) Die gemiB a) orthogonal diagonalisierbare Matrix A € R3*3 besitzt gemiB
b) den doppelten Eigenwert A; = 1 und den einfachen Eigenwert Ay = —2,
und es gilt

Eig(A,\; = 1)@ Eig(A, \y = —2) = R,

Damit 148t sich fiir jeden der beiden Eigenriume von A € R**? jeweils
eine Orthonormalbasis (beziiglich des Standardskalarprodukts o von R3)
folgendermaflen berechnen:

e Wegen
1 -1 1 1 -1 1
A-NFEs=[-1 -1 1| 0o 0 o
1 1 -1/ ™" \0o o0 o
ist
—1 1
v = 1 s Vg = 0 ERS
0 1



wegen vz L vy und vg L vy eine Basis des Eigenraums Eig(A, \y = —2),

1 -1 1
vh=wvxv=[1|x|1]|]=[1]€R?
-1 0 2
ist wegen v} 1 v3 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 1 mit
vy L vy, Folglich ist
-1 1
1 1 1 1
— vy =—= 1 1 |, - v =— |1 e R3
v V2 \ | v 6 \o
eine Orthonormalbasis des Eigenraums Eig(A, \; = 1) sowie
1
1 1
— 3 =—1| 1| eR?
[[vs]| V3 1\
eine Orthonormalbasis des Eigenraums Eig(A, Ay = —2) jeweils beziiglich
des Standardskalarprodukts o auf R3.
o Wegen
2 -1 1 -1 2
A-XNBEs=|-1 2 1| ~ |2 —1 1|
1 1 o) e\ 1 o) W
-1 2 1 o 1 -2 -1 1 01
wlo 33] (o 1 1] " (011
0 33/ " \o 3 3/)"\ooo
st ( )
eine Basis des Eigenraums Eig(A, Ay = ; damit ist
1
0
wegen woow; = (—1)-141-140-( = 0, also wsy L wy, ein Eigenvektor
von A zum Eigenwert A =1, und
1 -1 1
w3 = Wy X Wy = 1 X 1 =111 € RS
-1 0 2

ist wegen ws L w; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 1 mit
ws L wy. Folglich ist

1 1
—  w=—| 1| eRr?
[Jws |

s



eine Orthonormalbasis des Eigenraums Eig(A, A\ = —2) sowie

1 1 -1 1 1 1
W3 = —= 1

eR?
AT

= wa=—1| 1], —.
ool 72\ o ) Tl

eine Orthonormalbasis des Eigenraums Eig(A, A\; = 1) jeweils beziiglich
des Standardskalarprodukts o auf R3.

d) Geméf c) ist
bh=— 1 ) by = —= 1 ) b3 = —

eine Orthonormalbasis von (R?,0) aus Eigenvektoren der Matrix A € R3*3

zu den Eigenwerten \; = 1, Ay = —2, A3 = 1; mit der orthogonalen Matrix
1 1 1
Y23
P = (bl,bg,bg) = 7 7A€ Og(R)
12
0 -5 %

und der gegebenen Diagonalmatrix

1 0 0
D =diag(A1, Mo, M) = [0 =2 0] e R®®
0 0 1

ergibt sich PTAP = D.
4. Wir betrachten den Vektorraum R? mit dem Standardskalarprodukt o.

a) Es gilt:

e Die lineare Abbildung f : R® — R3, f(x) = A-z, beschreibt genau dann
eine Spiegelung, wenn die Abbildungsmatrix A € R3*3 orthogonal und
symmetrisch ist.

e Die lineare Abbildung f : R® — R3, f(z) = A -z, beschreibt genau
dann eine Drehung, wenn die Abbildungsmatrix A € R3*® orthogonal
mit Determinante det(A) = 1 ist.

b) Die gegebene Matrix

(212
S:g 1 2 —2| eR¥3
2 —2 -1
ist gemaf
(21 2 2 1 2 L (900
ST-S:§ 1 2 =2]-=(1 2 =2 =3 09 0] =E;
2 —2 -1 2 —2 -1 009



orthogonal und gemi ST = S auch symmetrisch; damit beschreibt der
Endomorphismus

s:R* =R s(x)=S5-n,
die Spiegelung am Eigenraum Eig(S, A = 1) von S zum Eigenwert A = 1;
wegen

L (2-3 1 2
S—1-EBs== 1 2-3 -2 |~
3\ 2 2 _1-3
1 1 2 11 2
w1 -1 =2 ™ o 0o
9 —2 —4) "™\ 0 00

1st
dim(Eig(S,A=1)) =3 —Rang(S —1-FE3) =3 —1=2,

und der Endomorphismus s ist die Ebenenspiegelung am Eigenraum

1 2 1 2
Eig(S,A=1)=R- (1| +R- {0 mit der Basis 11,10
0 1 0 1
Die gegebene Matrix
1 1 2
D=z 1 2 =2 € R**®
-2 2 1
ist geméaf
1 2 1 =2 1 2 1 2 1 9 0 0
DT-D:g 1 2 2 '3 1 -2 =3 09 0| =E;
2 =2 1 -2 2 1 009
orthogonal und besitzt die Determinante
1 2 1 2
-2 2 1

= 2—17-((4+4+4)—((—8)+(—8)+1)) =1

Sarrus

damit beschreibt der Endomorphismus
d:R* %R dx)=D-u,
eine Drehung; wegen

2—-3 1 2 -1 1 2

1
D-1-Ey=y| 1 2-3 =2 |~ |1 -1 -2 £
92 2 1-3 —9 9 _g)H4

11 2 112 1 -1 0

-0 0 o e 00 1] ~ o o 1

0 0 —6/ T \g o o) ™2 \g o o



erhilt man als Drehachse
Eig(S,A=1)=R-

und fiir den Drehwinkel ¢ von d ergibt sich

242+1
1+ 2cosd = Spur(D) = % =

Y

)
3

1
1
0

also

9




