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41. Wir ergidnzen den normierten Richtungsvektor der Drehachse

1 1 1 -1 1 1
by = — 1 durch by = — 1 und bs=— (1
V3 \ g V2 \ g V6 \o

zu einer Orthonormalbasis von (R® o). Bei den zu betrachtenden Drehungen
bleibt b; als Punkt der Drehachse fest, wiahrend sich die Wirkung dieser Dre-
hung um den Winkel ¢ = &7 in der von by und b3 aufgespannten Lotebene
niederschlagt; fiir die darstellende Matrix M der Drehung beziiglich by, by, b3
ergibt sich damit

(1 0 : _ [cosp —singp
M = (0 D¢) € 03(R) mit D, = (sinap cos ) ,

also
1 0 O 1 0 O
My={[0 0 —1 und  My=[0 0 1|=M.
01 0O 0 -1 0
Mit
P =(bi,by,b3)=— | v2 V3 1] €0;3R)
Ve
V200 2
gilt fiir die Abbildungsmatrix A € O3(R) dieser Drehung dann M = PTAP, also
A, = PM,P'
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42.

sowie

) 1 1-v3 —1-+3
A2:PM2PT:PM1TPT:A1T:§ 1++3 1 —1++3
~1++v3 —-1—-+3 1

Die gegebene Matrix

8 1 —4
A== 4 -4 7 | eR>3
-1 -8 —4
ist wegen
L8 1 -4\ /8 4 -1\ | /81 0 0
A.AT:§ 4 —4 7211 -4 —8]=—1|0 8 0| =F;

1 -8 —4) 9\g 7 —4) B\oy o s

orthogonal; da sie zudem die Determinante

1 8 1 -4 1 0O 9 -18
det(A)=—-|4 —4 20—y g 7| ot
93 1 _8 4 mI—21 93 9 0 _18 9 aus III
1 0 1 =2 1
=3 4 —4 7 " —-[(0-740)—(-8+0-38)] =1
_1 O _2 arrus

besitzt, beschreibt die zugehorige lineare Abbildung
R =R} f(x)=A-uz,

eine Drehung im euklidischen Raum R3. Die Drehachse a besteht aus allen Fix-
punkten der Drehung und stimmt daher mit dem Eigenraum von A zum Eigen-
wert 1 iiberein; wegen

8—-9 1 —4 -1 1 —4

1
A—l-E3:§ 4 —4-9 7 w4 —13 7 | %M
1 -8 —4-9 ~1 -8 —13) "

“11 -4\ 1 -1 4 105

w0 -9 —9 (113' 0 1 1| % o1 1

0 —9 —9) 5T \g —9g —o/ ™M \g o 0o

ist also etwa

ein Richtungsvektor der Drehachse a, und fiir den Drehwinkel « gilt

S _ 1 _yg_ _ _
cos v = pur(4) — 1 = 9(8 4-4)-1 — _1 - _l.
2 2 2 2




43. a) Zu den gegebenen Vektoren

2 1 -2
1 1 1
’Ulzg 2 s ngg —2 s Ug—g 1 E]Rg
-1 -2 -2
betrachten wir die Hilfsmatrix
1 2 1 =2
B = (v1,v9,v3) = 3 2 -2 1 | eR¥™5
-1 -2 =2

wegen B' B = Es ist die Matrix B € O3(R) orthogonal, so daf§ ihre Spalten
v1, V2, U3 eine Orthonormalbasis des euklidischen R? bilden. Insbesondere ist
v1, Vg, v3 eine Basis von R3, und nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : R® — R3? mit

p(v1) = e, p(va) = e, p(vs) = €.
Fiir die Abbildungsmatrix A € R3*3 von ¢ gilt damit
A-vy=p(v) =€, A-vyg=p(vy)=1e€3, A-v3=p(v3)=es,
insgesamt also
A-B=A:(v,v9,v3) = (A-v1, A-vy, A-v3) = (€1,€9,e3) = Ej,

und damit A = B~'; da die Matrix B orthogonal ist, ist auch A = BT eine
orthogonale Matrix und folglich ¢ : R® — R3 eine orthogonale Abbildung.

b) Die Abbildungsmatrix

(2 2 -1
A= 3 1 —2 —2| eRrR®3
-2 1 =2

ist geméf a) orthogonal, und es gilt

1 2 2 -1
= (B84 (1)~ () + (~4) + (~4)) = 1

folglich beschreibt die orthogonale Abbildung ¢ eine Drehung. Die Dreh-
achse a besteht aus allen Fixpunkten von ¢ und stimmt daher mit dem
Eigenraum von A zum Eigenwert 1 iiberein; wegen

L (2-3 2 ~1 -1 2 -1

A-lB=g( 1 —2-3 -2 |~|1 -5 -2 fos
—2 1 —2-3 —2 1 -5) "
-1 2 -1 1 -2 1

(1)1 I+211
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0 —3 —3) 30 \g —3 —3/ "™ \p 0 0



ergibt sich

a=R-|-11],

und fiir den Drehwinkel o gilt

Spur(4) -1 3(2-2-2)—1 5
cos a = = ——

2 2 6

44. 7u betrachten ist der euklidische R3: fiir eine Matrix S € R3*3 sei
fS:RS%R?Z fS(I'):SZE,
die zugehorige lineare Abbildung.

a) Ist fg eine Drehung um die xo—Achse mit den Drehwinkel ¢, so gilt (je nach
gewahltem Drehsinn)

cosp 0 —sing cosp 0 singp
S = 0 1 0 oder S = 0 1 0 ;
sinp 0 cose —singp 0 cosp

fir o = 7§ ergibt sich damit

1 0 -1 N
V2 V2 V2 V2
S=10 1 0 oder S = 0 1 0
1 0 L -1 9 4
V2 V2 V2 V2

b) Die gegebene Ebene E = {x € R? | z; + 25 + 23 = 0} besitzt wegen

1
E={zeR’|voz} mit v=|1] eR?
1
das orthogonale Komplement £+ = R -v. Fiir x € R? betrachten wir die
Zerlegung
r=_u +_u mit Uu=A-v fir ein A € R,
NN
€eE €E+

woraus wegen

l’l—)\
u=x—N-v=|axa—AN| €F
xg—)\
zunachst
(.I’l—)\>+($2—)\)+($3—)\):0,
also

L1+ a9 +2x3 =3\ und damit )\:%(l’l—f—l'g—l—l’?))



folgt. Somit ist

sp(z) = u—u=(x—-Xv)—Av=z—-2\v
xl—é (I1+LE2+$3) 1 §2ZE1—§15L’2—§2$3
= [L’Q—§ (ZE1+I2+ZE3) 1 = §x1+§x2—§x3
r3—3- ($1+$2+$3) 1 —3T1— 53T2+ 373
1 _2 _2
N T A
3 %7
3 3 3
mit
1 _2 _2
3 3 3
I T T
3 3 3
Die Matrix
0 -1 0
S=[1 0 0 | eR¥>3
0 0 -1

ist wegen S'S = FEj; orthogonal, so da8 fg eine orthogonale Abbildung ist;
wegen det(S) = —1 ist fg keine Drehung, und wegen ST # S ist fg keine
Spiegelung.



