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41. Wir ergänzen den normierten Richtungsvektor der Drehachse

b1 =
1√
3

 1
1
−1

 durch b2 =
1√
2

−1
1
0

 und b3 =
1√
6

1
1
2


zu einer Orthonormalbasis von (R3, ◦). Bei den zu betrachtenden Drehungen
bleibt b1 als Punkt der Drehachse fest, während sich die Wirkung dieser Dre-
hung um den Winkel ϕ = ±π

2
in der von b2 und b3 aufgespannten Lotebene

niederschlägt; für die darstellende Matrix M der Drehung bezüglich b1, b2, b3
ergibt sich damit

M =

(
1 0
0 Dϕ

)
∈ O3(R) mit Dϕ =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
,

also

M1 =

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 und M2 =

1 0 0
0 0 1
0 −1 0

 = M>
1 .

Mit
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1√
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√
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−
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2 0 2

 ∈ O3(R)

gilt für die Abbildungsmatrix A ∈ O3(R) dieser Drehung dann M = P>AP , also
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>
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sowie

A2 = PM2P
> = PM>

1 P
> = A>1 =

1

3

 1 1−
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3 −1−
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3

1 +
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3 1 −1 +
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3 −1−
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3 1
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42. Die gegebene Matrix

A =
1

9

 8 1 −4
4 −4 7
−1 −8 −4

 ∈ R3×3

ist wegen

A · A> =
1

9

 8 1 −4
4 −4 7
−1 −8 −4

 · 1

9

 8 4 −1
1 −4 −8
−4 7 −4

 =
1

81

81 0 0
0 81 0
0 0 81

 = E3

orthogonal; da sie zudem die Determinante

det(A) =
1

93
·

∣∣∣∣∣∣
8 1 −4
4 −4 7
−1 −8 −4

∣∣∣∣∣∣ I−2II
=

III−2II

1

93
·

∣∣∣∣∣∣
0 9 −18
4 −4 7
−9 0 −18

∣∣∣∣∣∣ 9 aus I
=

9 aus III

=
1

9
·

∣∣∣∣∣∣
0 1 −2
4 −4 7
−1 0 −2

∣∣∣∣∣∣ =
Sarrus

1

9
· [(0− 7 + 0)− (−8 + 0− 8)] = 1

besitzt, beschreibt die zugehörige lineare Abbildung

f : R3 → R3, f(x) = A · x,

eine Drehung im euklidischen Raum R3. Die Drehachse a besteht aus allen Fix-
punkten der Drehung und stimmt daher mit dem Eigenraum von A zum Eigen-
wert 1 überein; wegen

A− 1 · E3 =
1

9

8− 9 1 −4
4 −4− 9 7
−1 −8 −4− 9

 
−1 1 −4

4 −13 7
−1 −8 −13

 II+4I
 
III+I

 

−1 1 −4
0 −9 −9
0 −9 −9

 (−1)·I
 
− 1

9
·II

1 −1 4
0 1 1
0 −9 −9

 I+II
 

III+9II

1 0 5
0 1 1
0 0 0


ist also etwa

u =

−5
−1
1


ein Richtungsvektor der Drehachse a, und für den Drehwinkel α gilt

cosα =
Spur(A)− 1

2
=

1
9
(8− 4− 4)− 1

2
=
−1

2
= −1

2
.



43. a) Zu den gegebenen Vektoren

v1 =
1

3

 2
2
−1

 , v2 =
1

3

 1
−2
−2

 , v3 =
1

3

−2
1
−2

 ∈ R3

betrachten wir die Hilfsmatrix

B = (v1, v2, v3) =
1

3

 2 1 −2
2 −2 1
−1 −2 −2

 ∈ R3×3;

wegen B>B = E3 ist die Matrix B ∈ O3(R) orthogonal, so daß ihre Spalten
v1, v2, v3 eine Orthonormalbasis des euklidischen R3 bilden. Insbesondere ist
v1, v2, v3 eine Basis von R3, und nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung
gibt es genau eine lineare Abbildung ϕ : R3 → R3 mit

ϕ(v1) = e1, ϕ(v2) = e2, ϕ(v3) = e3.

Für die Abbildungsmatrix A ∈ R3×3 von ϕ gilt damit

A · v1 = ϕ(v1) = e1, A · v2 = ϕ(v2) = e2, A · v3 = ϕ(v3) = e3,

insgesamt also

A ·B = A · (v1, v2, v3) = (A · v1, A · v2, A · v3) = (e1, e2, e3) = E3,

und damit A = B−1; da die Matrix B orthogonal ist, ist auch A = B> eine
orthogonale Matrix und folglich ϕ : R3 → R3 eine orthogonale Abbildung.

b) Die Abbildungsmatrix

A =
1

3

 2 2 −1
1 −2 −2
−2 1 −2

 ∈ R3×3

ist gemäß a) orthogonal, und es gilt

det(A) =
1

33
·

∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
1 −2 −2
−2 1 −2

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

27
·
(

(8 + 8 + (−1))− ((−4) + (−4) + (−4))
)

= 1;

folglich beschreibt die orthogonale Abbildung ϕ eine Drehung. Die Dreh-
achse a besteht aus allen Fixpunkten von ϕ und stimmt daher mit dem
Eigenraum von A zum Eigenwert 1 überein; wegen

A− 1 · E3 =
1

3

2− 3 2 −1
1 −2− 3 −2
−2 1 −2− 3

 
−1 2 −1

1 −5 −2
−2 1 −5

 II+I
 

III−2I

 

−1 2 −1
0 −3 −3
0 −3 −3

 (−1)·I
 
− 1

3
·II

1 −2 1
0 1 1
0 −3 −3

 I+2II
 

III+3II

1 0 3
0 1 1
0 0 0





ergibt sich

a = R ·

−3
−1
1

 ,

und für den Drehwinkel α gilt

cosα =
Spur(A)− 1

2
=

1
3
(2− 2− 2)− 1

2
= −5

6
.

44. Zu betrachten ist der euklidische R3; für eine Matrix S ∈ R3×3 sei

fS : R3 → R3, fS(x) = S x,

die zugehörige lineare Abbildung.

a) Ist fS eine Drehung um die x2–Achse mit den Drehwinkel ϕ, so gilt (je nach
gewähltem Drehsinn)

S =

cosϕ 0 − sinϕ
0 1 0

sinϕ 0 cosϕ

 oder S =

 cosϕ 0 sinϕ
0 1 0

− sinϕ 0 cosϕ

 ;

für ϕ = π
4

ergibt sich damit

S =

 1√
2

0 − 1√
2

0 1 0
1√
2

0 1√
2

 oder S =

 1√
2

0 1√
2

0 1 0
− 1√

2
0 1√

2

 .

b) Die gegebene Ebene E = {x ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 0} besitzt wegen

E =
{
x ∈ R3 | v ◦ x

}
mit v =

1
1
1

 ∈ R3

das orthogonale Komplement E⊥ = R · v. Für x ∈ R3 betrachten wir die
Zerlegung

x = u︸︷︷︸
∈E

+ ũ︸︷︷︸
∈E⊥

mit ũ = λ · v für ein λ ∈ R,

woraus wegen

u = x− λ · v =

x1 − λx2 − λ
x3 − λ

 ∈ E
zunächst

(x1 − λ) + (x2 − λ) + (x3 − λ) = 0,

also
x1 + x2 + x3 = 3λ und damit λ = 1

3
(x1 + x2 + x3)



folgt. Somit ist

sE(x) = u− ũ = (x− λ · v)− λ · v = x− 2λ · v

=

x1 − 2
3
· (x1 + x2 + x3) · 1

x2 − 2
3
· (x1 + x2 + x3) · 1

x3 − 2
3
· (x1 + x2 + x3) · 1

 =

 1
3
x1 − 2

3
x2 − 2

3
x3

−2
3
x1 + 1

3
x2 − 2

3
x3

−2
3
x1 − 2

3
x2 + 1

3
x3


=

 1
3
−2

3
−2

3

−2
3

1
3
−2

3

−2
3
−2

3
1
3

 ·
x1x2
x3

 = S · x

mit

S =

 1
3
−2

3
−2

3

−2
3

1
3
−2

3

−2
3
−2

3
1
3

 ∈ R3×3.

c) Die Matrix

S =

0 −1 0
1 0 0
0 0 −1

 ∈ R3×3

ist wegen S>S = E3 orthogonal, so daß fS eine orthogonale Abbildung ist;
wegen det(S) = −1 ist fS keine Drehung, und wegen S> 6= S ist fS keine
Spiegelung.


