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29. a) Wegen
4 4 -9 -1
wy Xu=|-7]x111 | =(36] =90 mit v=1 4
4 -5 72 8

sind w;, uy linear unabhéingig, und es ist U+ = R - v. Wegen

—1 4 72 8
vxu=|4 | x|=7T]=[36]=9u, mit uy=| 4
8 4 -9 —1

ist (ui,ub) = (v)+ = U; damit ist uy, u) eine Orthogonalbasis von U mit
|y ]| = ||uy| = 9, und folglich ist

4 8
1 1
—|=7], =1 4
4 -1
eine Orthonormalbasis von U.
-3
b) Firw; = [ v2 | gilt w L wy, und fiir
0
V2 -3 —2V/3
wy=w xw; = | V3| x V2 | =1 -3V2

V6 0 5

gilt w L we und wy; L wy. Damit bilden wy, ws eine Orthogonalbasis von
W mit ||wi|| = v/5 und ||w,|| = v/55; folglich ist

— 2|, —|-3v2

V5 \of V5 5f
eine Orthonormalbasis von W+. Wegen W = (w) mit ||w| = /11 ist dann

ez L (23 L (V2

A\ wm e

eine Orthonormalbasis von R3.



30. Die gegebene Matrix

0 —1 -2
A=|-1 0 =2 eRrR>3
-2 -2 -3

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; fiir das charakteristische
Polynom y 4 von A gilt

R
Ya(\) =det(A—AE3) = |-1 —x =2 HII‘:I;H
—2 -2 —3-2)
1—X —14X 0 -1 1 0
S O O WS N0 (N R S|
0 —24 9N 1— A\ (A—1) aus III 0 9 _1 Sarrus

=A=12[(-2+0+0) = (0+4+1)] =—-(A—=1)>(A+5)

fir alle A € R. Damit besitzt die Matrix A den doppelten Eigenwert A\; = 1
sowie den einfachen Eigenwert Ay = —5, so dafi der Eigenraum FEig(A; \;) ei-
ne (Ursprungs—)Ebene mit dem Eigenraum Eig(A; \y) als Lotgerade (durch den
Ursprung) ist. Dies erdffnet die folgenden Bestimmungsmoglichkeiten fiir eine
Orthonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von A:

e Wegen
-1 -1 -2 -1 -1 -2 11 2
A-NB=[-1 -1 2] & [0 0o o] ~ (000
2 2 —4) " \o o0 o/ " \oo o
-1 -2
bilden vy = | 1 | und vy = | 0 | eine Basis des Eigenraums Eig(A4; \;).
0 1
Damit ist aber
1 -2 1
V3 = V1 X Vg = 1 X 0 = 1
0 1 2

eine Basis des FEigenraums Fig(A; \s), so dafl

—1 1 2
vh=vyxvz= |1 | x|[1]=]| 2
0 2 2
wegen vh_Lvs ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; mit v L} ist. Folglich
ist
v (7 vh 11 v3 1 1

ldl =2\ o) Twl ~ VB ) Tl =6\



eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren von A, so daf sich mit
der orthogonalen Matrix

R .
P:< U1 vh U3 ): f \f \/Lé € 03(R)
loall” flvall” [los] {f V3P
V3 V6
und der Diagonalmatrix
1 0 0
D= dlag ()\1, )\1 )\2) = 0 1 0 € R3X3
0 0 =5
dann P'AP = D ergibt.
Wegen
5 —1 =2 1 1 -1
A—NE;=[-1 5 =2 o ~1 5 —2f| "
9 —9 2 ) (z)m\ 5 1 _—of M
1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
~10 6 =3 IHWHOG—S ~ 0 2 -1
0 -6 3/ "7 \oo o/"\oo o0
1 —1
ist w; = | 1| eine Basis des Eigenraums Eig(A; \y), so dal ws = | 1
2 0

wegen wy o wy = 0 auf w; senkrecht steht und damit ein Eigenvektor von A
zum Eigenwert )\ ist; des weiteren ist

1 —1 —2
W3 = W1 X Wy = 1 X 1 = —2
2 0 2

wegen wsz_Lw; ebenfalls ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; mit ws L ws.
Folglich ist

w1 . 1 i Wa . 1 _11 W3 B 1 :1
ol = V6 \o) " Tl V2l o) Tl VB |\,

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren von A, so daf sich mit
der orthogonalen Matrix

4 1 1

Pz( w1 Wo ws ): \f f _\f 603(R)
lwi ]| lwa " flws]] w0 {f 3
NG V3



31.

und der Diagonalmatrix

-5 0 0
D:diag()\g, )\1 )\1): 0 1 0 €R3X3
0 01
dann P'AP = D ergibt.
Aufgrund ihrer Symmetrie ist die gegebene Matrix
2 11
A=1[1 2 1] eR¥
11 2
orthogonal diagonalisierbar. Wegen
111 111
A-1-FBs=A-F=[11 1] % (o0 0
111" o oo

ist Rang(A — 1 - E3) = 1; damit ist Ay = 1 ein Eigenwert von A der Viel-
fachheit 2, und die Vektoren

bilden eine Basis von Eig(A; ;). Damit besitzt A einen zweiten Eigenwert

Ay der Vielfachheit 1 mit Eig(A; \y) = Eig(A4; \;)*; folglich ist der Vektor

-1 —1 1
V3 = V1 X Uy = 1 X 0 =11
0 1 1

eine Basis von Eig(A; \2), und wegen

2 11 1 4
A- V3 = 1 21 : 1 = 4 =4- (%}
1 1 2 1 4
ergibt sich Ay = 4.
Wegen Eig(A; \;) = Eig(4; A\y)* ist
—1 1 1
vw=vixvz= |1 | x|1]=]|1
0 1 -2

ein (auf vy senkrecht stehender) Eigenvektor von A zum Eigenwert A;, und
folglich bilden

vy I vh 1 v3 e

= s —_— = 5 — ]_
Pl Vel ) Tl = Ve \ L) Tl B\,




eine Orthonormalbasis von (R3, o) aus Eigenvektoren von A. Mit der ortho-
gonalen Matrix

S S .
P:<U1 vh 113): E € 04(R)
[oall” [lvall”™ Jlvsll e P
V6 V3
und der Diagonalmatrix
100
D= diag()\l, )\1, )\2) = 010 € RSX?’

0 0 4

erhiilt man somit, da8 P'A P = D Diagonalgestalt besitzt.
Fiir

1 00
F=(0 1 0] e R
00 2

gilt F?2 = D, und fiir

B = PFPT
) V3 1 V2 100 ] V3 V3 0
= — | V3 1 2 010] — 1 1 -2
V6 0 -2 2 00 2 V6 V2 V2 V2
1—\/§1N§ —V3 V3 0
= 5 V31 22 1 1 -2
0 -2 2v2 V2 V2 V2
4 1 1
1822 3 3 3
:6282:%§%€R3X3
2 28 101 4
3 3 3

erhalt man damit

B*= (PFP")? = PF?P" = PDP" = P(PTAP)P" = A,

1 1
Zunichst steht us = [ —1 | auf dem gegebenen Vektor v, = [ 1] € R3
0 1
wegen u; o us = 0 senkrecht, so daf§ mit
1 1 1
Uz = U1 X Uy = 1 X -1 = 1 ERS
1 0 -2

die Vektoren up, us, ug eine Orthogonalbasis von R? bilden.



Eine Matrix U € R**® bzw. die durch diese gegebene lineare Abbildung
f R = R3 f(x) = U -z, besitzt genau dann u; als Eigenvektor zum

Eigenwert A = 1 und us, uz als Eigenvektoren zum Eigenwert yu = —2, wenn
(%) U-up=Au, U-upg=p-uy und U-uz=p-us
bzw.
(%) flur) =X-ur,  flug) =p-up und  fluz) = p-us

gilt. Da gem#B a) die Vektoren uy, uy, us insbesondere eine Basis von R3
bilden, gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung genau eine lineare
Abbildung f : R® — R3 mit (**) und damit genau eine Matrix U € R3*3
mit (x).

Fiir die explizite Berechnung der Matrix U € R3*3 bieten sich die folgenden
beide Wege an:

e Gemif (x) ergibt sich
U- (Ul,Ug,Ug) = (U s Uy, U - Uz, U - Ug) = ()\ulv H U2, /,I/U3>,

also U - B = C mit

1 1 1
B = (Ul,U,Q,Ug) =11 -1 1 e R33
1 0 =2
und
1 -2 =2
C=Auy, pug, pug) =1 2 =2
1 0 4
Da uy, ug, u3 eine Basis von R? bilden, ist B = (u1, ug, u3) invertierbar,
und es ist
2 2 2
1 ~ 1
B! = B=-1[3 -3 0],
det(B) 6 1 1 _9
woraus sich dann
1 -2 =2 1 2 2 2 -1 1 1
U=C-B'=[1 2 =2 s133 0= -1
1 0 4 1 1 =2 1 1 -1
ergibt.
e Die normierten Vektoren
(751 1 1 (%) 1 1 us 1 1

T 1 ) T = s T = 1
fall = V3 \; )" Tl =va 7 ) Tl = V6 \



bilden eine Orthonormalbasis des euklidischen R? aus Eigenvektoren
von U zu den Eigenwerten A = 1, = —2 und p = —2, so daf} sich mit
der orthogonalen Matrix

11 1
p— ( (51 Usg Uusg > _ f _\/i \/Lé c Og(R)

[l |7 [z | [lus oy

V3 V6
und der Diagonalmatrix

1 0 0

D=diag(\, p, p)= |0 =2 0 | e R¥?
0 0 =2

dann

D = P'UP bzw. U=PDP" =

) V2 V31 1 0 0
= —[v2 -3 1 0 —2 0 |- -PT
V6 V20 =2 0 0 =2
. V2 =23 =2 L (V2 V2 V2
= — (V2 23 2| - —|V3 —V3 0 |=
VG V2 0 ) VE\T 1
, (-6 6 6 -1 1 1
= 5 6 -6 6 | =1 -1 1
6 6 —6 1 1 -1

ergibt.



