
MATHEMATISCHES INSTITUT
DER UNIVERSITÄT MÜNCHEN
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25. a) Die gegebene Matrix

A =

1 1 0
1 0 1
0 1 1

 ∈ R3×3

ist als symmetrische Matrix orthogonal diagonalisierbar und besitzt wegen

χA(λ) = det(A− λE3) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0

1 −λ 1
0 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
Sarrus

=
(
−λ (1− λ)2 + 0 + 0

)
− (0 + (1− λ) + (1− λ)) =

= (1− λ) ·
(
−λ+ λ2 − 2

)
= − (λ− 1) (λ+ 1) (λ− 2)

für alle λ ∈ R die drei einfachen Eigenwerte λ1 = 1, λ2 = −1 und λ3 = 2.

b) Wegen

A− λ1E3 =

0 1 0
1 −1 1
0 1 0

 II+I
 
III−I

0 1 0
1 0 1
0 0 0

  
I↔II

1 0 1
0 1 0
0 0 0



ist v1 =

−1
0
1

 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ1 = 1, wegen

A− λ2E3 =

2 1 0
1 1 1
0 1 2

  
II− 1

2
I

2 1 0
0 1

2
1

0 1 2

  
III−2II

2 1 0
0 1

2
1

0 0 0



ist v2 =

 1
−2
1

 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ2 = −1, und wegen

A− λ3E3 =

−1 1 0
1 −2 1
0 1 −1

  
II+I

−1 1 0
0 −1 1
0 1 −1

  
III+II

−1 1 0
0 −1 1
0 0 0





ist v3 =

1
1
1

 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ3 = 2; für die ortho-

gonale Matrix

P =

(
v1
‖v1‖

,
v2
‖v2‖

,
v3
‖v3‖

)
=

−
1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

 ∈ O3(R)

und der Diagonalmatrix

D = (λ1, λ2, λ3) =

1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 ∈ R3×3

gilt dann P>AP = D.

26. a) Für alle λ ∈ R gilt

χA(λ) = det(A− λE4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 0 −2 4

0 7− λ 0 0
−2 0 6− λ 2
4 0 2 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

2. Spalte
(7− λ) ·

∣∣∣∣∣∣
3− λ −2 4
−2 6− λ 2
4 2 3− λ

∣∣∣∣∣∣
I−2·II

=
III+2·II

(7− λ) ·

∣∣∣∣∣∣
7− λ −14 + 2λ 0
−2 6− λ 2

7− λ 0 7− λ

∣∣∣∣∣∣
(7−λ) aus I

=
(7−λ) aus III

(7− λ) (7− λ)2 ·

∣∣∣∣∣∣
1 −2 0
−2 6− λ 2
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
=

Sarrus
(7− λ)3 ·

(
(6− λ− 4 + 0)− (0 + 0 + 4)

)
= (λ− 7)3 · (λ+ 2);

damit besitzt A den einfachen Eigenwert λ1 = −2 sowie den dreifachen
Eigenwert λ2 = 7.

b) Wegen

A− λ1E4 =


5 0 −2 4
0 9 0 0
−2 0 8 2
4 0 2 5

 − 1
2
·III↔I
 
1
9
·II


1 0 −4 −1
0 1 0 0
5 0 −2 4
4 0 2 5

 III−5·I
 

IV−4·I

 


1 0 −4 −1
0 1 0 0
0 0 18 9
0 0 18 9

  1
9
·III


1 0 −4 −1
0 1 0 0
0 0 2 1
0 0 18 9

 I+2·III
 

IV−9·III


1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 0





ist v1 =


2
0
1
−2

 eine Basis von Eig(A;λ2) mit ‖v1‖ =
√

9 = 3; damit ist

b1 =
1

‖v1‖
· v1 =

1

3


2
0
1
−2


eine Orthonormalbasis von Eig(A;λ1). Wegen

A− λ2E4 =


−4 0 −2 4
0 0 0 0
−2 0 −1 2
4 0 2 −4

 III− 1
2
·I, IV+I
 
− 1

2
·I


2 0 1 −2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



ist v2 =


0
1
0
0

, v3 =


−1
0
2
0

, v4 =


1
0
0
1

 eine Basis von Eig(A;λ2), und

mit dem Gram–Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren ergibt sich zu-
nächst a2 = v2 mit ‖a2‖ = 1, also b2 = a2, dann

a3 = v3 − (v3 ◦ b2) · b2 =


−1
0
2
0

− 0 ·


0
1
0
0

 =


−1
0
2
0


mit

‖a3‖ =
√

5, also b3 =
1

‖a3‖
· a3 =

1√
5


−1
0
2
0

 ,

und schließlich

a4 = v4 − (v4 ◦ b2) · b2 − (v4 ◦ b3) · b3

=


1
0
0
1

− 0 ·


0
1
0
0

− −1√
5
· 1√

5


−1
0
2
0

 =
1

5


4
0
2
5


mit

‖a4‖ =

√
45

5
, also b4 =

1

‖a4‖
· a4 =

1

3
√

5


4
0
2
5

 ;

damit ist b2, b3, b4 eine Orthonormalbasis von Eig(A;λ2).



c) Mit der orthogonalen Matrix

P = (b1, b2, b3, b4) =


2
3

0 − 1√
5

4
3
√
5

0 1 0 0

1
3

0 2√
5

2
3
√
5

−2
3

0 0 5
3
√
5

 ∈ O4(R)

und der Diagonalmatrix

D = diag (λ1, λ2, λ3, λ3) =


−2 0 0 0
0 7 0 0
0 0 7 0
0 0 0 7

 ∈ R4×4

gilt dann P>AP = D.

27. a) Die gegebene Matrix M =

(
4 3
3 4

)
∈ R2×2 ist gemäß M> = M symmetrisch

und damit orthogonal diagonalisierbar. Wegen

χM(λ) =

∣∣∣∣4− λ 3
3 4− λ

∣∣∣∣ = (4− λ)2 − 32 = (1− λ) (7− λ)

für alle λ ∈ R besitzt M die beiden Eigenwerte λ1 = 1 und λ2 = 7; wegen

M − λ1E2 =

(
3 3
3 3

)
 
III−I

(
3 3
0 0

)
ist v1 =

(
−1
1

)
ein Eigenvektor von M zum Eigenwert λ1 = 1, und wegen

M − λ1E2 =

(
−3 3
3 −3

)
 
III+I

(
−3 3
0 0

)
ist v2 =

(
1
1

)
ein Eigenvektor von M zum Eigenwert λ2 = 7. Folglich ist

1

‖v1‖
· v1 =

1√
2
·
(
−1
1

)
,

1

‖v2‖
· v2 =

1√
2
·
(

1
1

)
eine Orthonormalbasis des euklidischen R2 aus Eigenvektoren von M .

b) Gemäß a) ist die Matrix M ∈ R2×2 symmetrisch mit zwei positiven Eigen-
werte, folglich also positiv definit; demnach wird durch σ(x, y) = x> ·M · y
für alle x, y ∈ R ein Skalarprodukt σ auf R2 definiert.

Die beiden in a) ermittelten Eigenvektoren v1 und v2 von M sind gemäß

σ(v1, v2) = v>1 ·M · v2︸ ︷︷ ︸
=7·v2

= 7 · v>1 v2︸︷︷︸
=0

= 0

auch bezüglich σ orthogonal, wobei sie wegen

σ(v1, v1) = v>1 ·M · v1︸ ︷︷ ︸
=1·v1

= 1 · v>1 v1︸︷︷︸
=2

= 2



und
σ(v2, v2) = v>2 ·M · v2︸ ︷︷ ︸

=7·v2

= 7 · v>2 v2︸︷︷︸
=2

= 14

bezüglich σ die Länge

‖v1‖σ =
√
σ(v1, v1) =

√
2 und ‖v2‖σ =

√
σ(v2, v2) =

√
14

besitzen. Folglich ist

1

‖v1‖σ
· v1 =

1√
2
·
(
−1
1

)
,

1

‖v2‖σ
· v2 =

1√
14
·
(

1
1

)
eine Orthonormalbasis von R2 bezüglich des Skalarprodukts σ.

Als alternativen Lösungsweg kann man auch die Standardbasis e1, e2 von R2

dem Gram–Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren unterwerfen; es ist
zum einen

a1 = e1 =

(
1
0

)
mit ‖a1‖σ =

√
σ(a1, a1) =

√
4 = 2,

also

b1 =
1

‖a1‖σ
· a1 =

(
1
2

0

)
,

und zum anderen

a2 = e2 − σ(e2, b1) · b1 =

(
0
1

)
− 3

2
·
(

1
2

0

)
=

(
−3

4

1

)
mit

‖a2‖σ =
√
σ(a2, a2) =

√
7

4
=

1

2

√
7,

also

b2 =
1

‖a2‖σ
· a2 =

(
− 3

14

√
7

2
7

√
7

)
.

Folglich ist b1, b2 eine die Orthonormalbasis von R2 bezüglich des Skalar-
produkts σ.

28. Eine Matrix A = (s1, s2, s3, s4) ∈ R4×4 ist genau dann orthogonal, wenn ihre
Spalten s1, s2, s3, s4 eine Orthonormalbasis des R4 bezüglich des Standardskalar-
produkts ◦ bilden; folglich sind die Matrizen A1 und A2 orthogonal, die Matrizen
A3 und A4 wegen s1 ◦ s2 = 1 6= 0 aber nicht.



Für alle λ ∈ R gilt

χA1(λ) = det(A1 − λE4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0 −1
0 −λ 1 0
0 −1 −λ 0
1 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1. Zeile

(−λ) ·

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
−1 −λ 0
0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣− (−1) ·

∣∣∣∣∣∣
0 −λ 1
0 −1 −λ
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ =

=
3. Zeile

(−λ)2 ·
∣∣∣∣−λ 1
−1 −λ

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣−λ 1
−1 −λ

∣∣∣∣ =
(
λ2 + 1

)
·
∣∣∣∣−λ 1
−1 −λ

∣∣∣∣ =

=
(
λ2 + 1

)
·
(
(−λ)2 − (−1)

)
=
(
λ2 + 1

)2
> 0;

damit besitzt A1 keinen reellen Eigenwert und ist damit insbesondere nicht reell
diagonalisierbar; dagegen ist A2 als symmetrische Matrix (orthogonal) diagona-
lisierbar. Für alle λ ∈ R gilt

χA3(λ) = det(A3 − λE4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1 1

0 2− λ 2 2
0 0 3− λ 3
0 0 0 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Dreiecks–

=
matrix

= (1− λ) · (2− λ) · (3− λ) · (4− λ);

damit besitzt A3 die vier verschiedenen reellen Eigenwerte λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3
und λ4 = 4 und ist daher als 4× 4–Matrix reell diagonalisierbar. Schließlich gilt
für alle λ ∈ R

χA4(λ) = det(A4 − λE4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1 1

0 1− λ 1 1
0 0 1− λ 1
0 0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Dreiecks–

=
matrix

(1− λ)4;

damit ist λ0 = 1 der einzige Eigenwert der Matrix A4; er besitzt die algebraische
Vielfachheit α0 = 4, wegen

A4 − λ0 · E4 =


0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0


aber nur die geometrische Vielfachheit

γ = 4− Rang (A4 − λ0 · E4) = 4− 3 = 1,

weswegen A4 nicht reell diagonalisierbar ist.


