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25. a) Die gegebene Matrix

11
A=11 0 e R3*3
0 1

— = O

ist als symmetrische Matrix orthogonal diagonalisierbar und besitzt wegen

1—-X 1 0
Xa(A\) =det(A—AE3)=| 1 X 1 | =
O 1 1_)\ Sarrus
= (A1 =X*4+04+0)—(0+(1 =N+ (1-N) =
=(1-N (At X =2)=-(A-DA+1)(A-2)

fiir alle A € R die drei einfachen Eigenwerte Ay = 1, Ay = —1 und A3 = 2.

b) Wegen
0 1 010 1 01
A-ME=11 -1 1] ™ (1 01] ~ {010
0 1 0/ " \ooo/ " \ooo
-1
ist vy = | 0 | ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 1, wegen
1
210 2 10 2 10
A=XE;=(11 1| ~ (0 3 s ;1
012/ "= \o 12/ "™ \oo0o
1
ist v = | —2 | ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = —1, und wegen
1
-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
A—XNE3=| 1 =2 1 | ~ -1 ~ 0 -1 1
0o 1 -1/ "™ \o 1 -1/ \o0o o0 o



1

ist v3 = | 1| ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A3 = 2; fiir die ortho-
1
gonale Matrix
S S .
p— ( U1 V2 U3 ) _ 6@ _\/él \f 603(R)
[orl]” [[oa]] flvs] a0
V2 Ve VB
und der Diagonalmatrix
1 0 0
D= ()\1, )\2, /\3) = 0 -1 0 S R3X3
0 0 2
gilt dann PTAP = D.
26. a) Fir alle A € R gilt
3—X 0 —2

xa(A) = det(A — \E,) =

3—\ -2 4

. (7T—=XN)-| =2 6-X 2

- obatte 4 23—\

7—X —1442\ 0

TN 2 e o
7—\ 0 7—\

N . 1 -2 0
st A\ (7= N2 -2 6-) 2
(7—X) aus III 1 0 1
W (7T=2)?%-((6=X—4+0)—(0+0+4))
= A=73 (A +2);
damit besitzt A den einfachen Eigenwert \; = —2 sowie den dreifachen
Eigenwert Ay = 7.
b) Wegen
5 0 =2 4 10 —4 -1
0 9 0 0] -sIer|0 1 0 0 |ms1
ATME=T 50 8 o o[ 0 =2 4 [ v
4 0 2 5 40 2 5
1 0 -4 -1 1 0 —4 -1 1 001
01 0 0 01 0 0 +21r |0 1 0 O
oard oard oard
0 0 18 9 L 00 2 1 Jwv-om [0 0O 2 1
00 18 9 00 18 9 0000
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0
1

ist v, = eine Basis von Eig(4; \o) mit ||v1]| = v/9 = 3; damit ist
-2
2
1 110
by = — .y = —
TR
-2

eine Orthonormalbasis von Eig(A; ;). Wegen

-4 0 -2 4 2 01 =2
[0 0 0 0 |m—s5Lv+eI[O O O O
A=ME=| 5 g 1 o o looo oo
4 0 2 —4 000 O
0 —1 1
. 1 0 0] . . .
ist vy = ol =19 [rva= (]| cive Basis von Eig(A4;\y), und
0 0 1
mit dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren ergibt sich zu-
néichst as = vy mit |jaz|| = 1, also by = ay, dann
—1 0 -1
0 1 0
(I3:'U3—('U3062)'b2: 2 —0 O = 2
0 0 0
mit
—1
1 1 0
as|| = V5, also by = -a — ,
ool 'l T V5 | 2
0
und schlief3lich
a, = U4—(U4Ob2)'b2—(1)40b3)'b3
1 0 -1 4
B N Y B O IR A
I Y 0 Vs V5l 2] 5|2
1 0 0 5

mit
V45 1

laa = Y2, also b= ag= —
aq|| = , also = cay =
=3 il T 55

TN O W~

damit ist by, b3, by eine Orthonormalbasis von Eig(A; o).



c)

27. a)

Mit der orthogonalen Matrix

2 g _L 4
3 V5 3V5
0 1 0 0
P = (by,by,b3,b4) = Ly 2 2 € 04(R)
3 V5 3V6
2 5
-5 0 0 Ve
und der Diagonalmatrix
-2 0 0 0
T 10 700 Axd
D = diag (A1, A2, A3, A3) = 0 07 0 €eR
0 007

gilt dann PTAP = D.

4 3
3 4
und damit orthogonal diagonalisierbar. Wegen

Die gegebene Matrix M = € R?*? ist gemil M ' = M symmetrisch

w =130 2 =t —a-n -

fiir alle A € R besitzt M die beiden Eigenwerte \; = 1 und A\, = 7; wegen

33 33 . 1
M_ME?_(?) 3) e (0 0) 1t ”“(1)

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert A\; = 1, und wegen

-3 3 -3 3 . 1
M—)\lEQ—(g _3)1511(0 O) ist v2—<1)

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert \; = 7. Folglich ist

1 1 (—1) 1 1 (1)
—_ V] = —= - , — Uy = ——
[[n]] v2 \1 [v2]] v2 \l

eine Orthonormalbasis des euklidischen R? aus Eigenvektoren von M.

GemiB a) ist die Matrix M € R**? symmetrisch mit zwei positiven Eigen-
werte, folglich also positiv definit; demnach wird durch o(x,y) =27 - M -y
fiir alle z, y € R ein Skalarprodukt o auf R? definiert.

Die beiden in a) ermittelten Eigenvektoren v; und v von M sind geméf
o(vy,v) =v] - M -vy=7T-v] vy =0
7
=17-v2 =0

auch beziiglich ¢ orthogonal, wobei sie wegen

o(v,v)) =v] -M-v;=1-v]v, =2
W—/ ——
=1-v1 =2



und

U(UQ,UQ)—UQ - M - 1)2—7 U2U2—14
N—— N——
=T-vo =2

beziiglich o die Lange

l]le = Vo(vor,01) =vV2  und  |jvg]le = Vo (ve, v2) = V14

besitzen. Folglich ist

1 1 (—1> 1 1 <1)
U = —= , —_— Uy = —— -
[v1]]o V2 \ 1 l|val|o vida \1

eine Orthonormalbasis von R? beziiglich des Skalarprodukts o.

Als alternativen Losungsweg kann man auch die Standardbasis e, e, von R?
dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren unterwerfen; es ist
zum einen

1 .
a; = e = <O> mit a1l = \Vol(ar,a) =4 =2,

1 1
bl = “ap = (2> )
lall 0

also

und zum anderen

100
mit

lasllo = /o (as,a0) =/ 7 = \/_
also

1 37
by = —— a2 = ( n > .
laz] v

Folglich ist by, by eine die Orthonormalbasis von R? beziiglich des Skalar-
produkts o.

28. Eine Matrix A = (s1, So,83,54) € R¥* ist genau dann orthogonal, wenn ihre
Spalten s, s9, 53, 54 eine Orthonormalbasis des R* beziiglich des Standardskalar-
produkts o bilden; folglich sind die Matrizen A; und A, orthogonal, die Matrizen
Az und A, wegen s; 0 s9 = 1 # 0 aber nicht.



Fiir alle A € R gilt

A 0 0 -1
0 - 1 0
X Aq (/\) = det(A1 — /\E4) = 0 1 ) 0 =
10 0 -A
A 1 0 0 -1 1
= (A=l A 0= (=10 -1 A=
b el 0 0 -\ 10 0
A1 A1 1
— —\)2. . — ()\? . =
3. Zeile A ‘—1 —/\‘—i_1 ‘—1 —)\‘ (3 +1) ‘—1 —)\‘

= D) (A (1) = (1)

~—

damit besitzt A; keinen reellen Eigenwert und ist damit insbesondere nicht reell
diagonalisierbar; dagegen ist A, als symmetrische Matrix (orthogonal) diagona-
lisierbar. Fiir alle A € R gilt

1—A 1 1 1
0 2— A 2 2 Dreiecks—
XAz (A) = det(A3 —A E4) = 0 0 33—\ 3 m;“ix
0 0 0 4— X

=1=2-2-2)-B=A)- -(@-X);

damit besitzt Az die vier verschiedenen reellen Eigenwerte Ay = 1, A\ = 2, A\3 =3
und Ay = 4 und ist daher als 4 x 4-Matrix reell diagonalisierbar. Schlieflich gilt
fir alle A e R

1-x 1 1 1
0 1-— )\ 1 1 reiecks—
Xas(\) = det(As = AEy) = | 0 1oy 1 Dma:tri (1=
0 0 0 1-2\

damit ist \g = 1 der einzige Eigenwert der Matrix Ay; er besitzt die algebraische
Vielfachheit oy = 4, wegen

A= X By =

o O OO
S O O
S O ==
O =

aber nur die geometrische Vielfachheit
7:4—Rang(A4—)\0-E4) :4—3:1,

weswegen Ay nicht reell diagonalisierbar ist.



