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21. Das Standardskalarprodukt o auf R% ist ¢ = 04 mit A = E5. Es ist
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Damit ist uy = | 0 |, up = | —1 | eine Basis des orthogonalen Komplements
0 0
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U+ von U. Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren liefert damit
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und damit
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Wegen (by,by) = (u1,us) bilden die Vektoren by, by eine Orthonormalbasis von
U™ beziiglich des Standardskalarprodukts o auf R?. Ferner ist

dim(U) = dim(R®) — dim(U*) =5 — 2 = 3.

22. a) Auf dem R-Vektorraum R? ist die Bilinearform

1 5 1
o R*xR* =R, o(r,y)=x'Ay, mit A= |5 29 1| eR>3
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zu betrachten; wegen AT = A die Matrix A und damit auch die Bilinearform
o symmetrisch. Da die drei Hauptminoren

det(A;) =det(1) =1 >0,
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positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die symme-
trische Matrix A und damit auch die Bilinearform o positiv definit; folglich
ist o ein Skalarprodukt auf R3.

b) Fiir den Untervektorraum

U=R-uy CR? mit w=|[11]eR?
1

ist das orthogonale Komplement U+ von U in R? beziiglich o zu bestimmen;
Mit der Hilfsmatrix
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23.

mit
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erhalt man
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Damit ist U+ die 2122 Ebene in R3 mit den beiden Einheitsvektoren e, e,
als (algebraischer) Basis; diese wird nun (beziiglich des Skalarprodukts o)
dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren unterworfen: da-
mit erhalten wir zunéchst

1
ap=e = (0] mit ||ai|lo = o(ar,a1) =1,
0

also
1
1
b1 = a1 = 0 s
ferlls 0
und danach
0 1 )
a2:€2—0(62,b1)'61: 1 -5 0 = 1
0 0 0
mit
1 5 1 -5
o(as,as) = (=5 1 0) |5 29 1 1 | =4,
1 1 8 0
=(0 4 —4)
also
1 1 -
Ha2l|¢7: AV O'(CLQ,CLQ):Q und b2: W'CL2:§
2|lo O

Wegen (by, bs) = (ey,es) ist by, by eine Orthonormalbasis von UL beziiglich
des Skalarprodukt o.

a) Der Spaltenraum U C R* der gegebenen Matrix
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besitzt wegen
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die Dimension
dim U = Rang A = 3;
dabei bilden die erste, zweite und dritte Spalte
1 1 1
0 0 1
si= || 2= 0 und  s3 = 0 eR*
0 1 0

eine Basis von U, die nun (beziiglich dem Standardskalarprodukt o) dem
Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren unterworfen wird: wir
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Damit ist by, by, bs eine Orthonormalbasis von U.

Jeder Vektor z € R* besitzt eine eindeutige Darstellung
r=u+u mit welU und ueU;

dabei ist u die orthogonale Projektion von x in U, und mit der Orthonor-
malbasis von a) gilt

u=(xoby) b+ (xoby)- by + (xobs)-bs.
Speziell fiir den ersten Einheitsvektor z = e € R* gibt es wegen
e=(e—y)+y fiir alle y € R*
genau ein y € UL mit e — y € U; dabei ist

e—y = (eoby) b+ (eoby) -by+ (eobs)-bs
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Alternativ 148t sich die Aufgabe auch iiber die explizite Bestimmung von
U+ 16sen: gemiB a) ist U = (51, 89, s3) € R*, und mit der Hilfsmatrix
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und damit
-1

Ut={zeR'|B'z=0}=R-w mit w = 1 € R*.
1

Fiir jedes y € U~ gilt also y = X - w fiir ein geeignetes A\ € R, und es gilt

e—yclU <= (e—y)Llu firale ueU™*
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24. In einem euklidischen Vektorraum V mit dem Skalarprodukt o wird fiir einen
Unterraum U C V' das orthogonale Komplement

Ut={veV|o(uv)=0 firale uecU}

betrachtet; dies ist wiederum ein Unterraum von V. Dabei gilt fiir Unterrdume
Ul, U2 g V mit U1 Q Ug wegen

veUy = o(u,v)=0 firalle uecU,

= o(u,v)=0 firalle uvel
U1CU,

= veUf

schon (x) U; C Uj. Somit ergibt sich fiir Unterrdume U, W C V dann:

a) Wegen
UCU+W ud WCU+W

gilt geméaf (x)
(U+W)y cUu+ ud  (U+W) Ccw,

zusammen also

U +W)y-cutnwt.



Fiir ,D% sei v € U+ N W+; damit gilt sowohl

veUt, also o(u,v) =0 firalle uweU,
als auch

veE W, also o(w,v) =0 firalle weW.

Fiir alle x € U + W gibt esnun v € U und w € W mit x = v + w, so dass
sich wegen der Linearitdt von ¢ im 1. Argument dann

o(z,v) =oc(u+w,v) =0c(u,v)+o(w,v)=04+0=0

ergibt; damit ist aber v € (U + W)*.

Wegen
Unw cuU und uUnwcw

gilt geméB (x)
UtcWUnw):  und W C(UNW),

zusammen also

Ut+wHc(unw)*.



