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17. a) Fiir A = (vy,v2,v3,v4) € R gilt
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damit sind vy, vy, v3 linear unabhéngig mit v4 = v; + v3. Dementsprechend

bilden die Vektoren vy, vy, v3 eine Basis von U = (v, vg, v3, v4).

b) Wir wenden das Gram—Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die

Basis vy, v9, v3 von U an und erhalten zunéchst
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und schliellich
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Wegen (by, be, bg) = (v1,vs,v3) ist by, by, b3 eine Orthonormalbasis von U.

Es ist

’U4:(U4Ob1)'bl+(U4Obg)'b2+(U4Obg)'b3:4b1—|—\/662—{—2\/§b3.

Zu betrachten ist die durch o(z,y) = Ay fiir alle , y € R3 mit
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definierte Bilinearform des R?; zunichst ist wegen AT = A die Matrix A
und damit auch die Bilinearform ¢ symmetrisch. Da die drei Hauptminoren

det(A;) =det(1) =1 >0,

det(Ag):det<1 ;):2—1:1>0,
1 10
det(As) =det {1 2 0| =(64+0+0)—(0+0+3)=3>0
00 3

positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die symme-
trische Matrix A und damit auch die Bilinearform ¢ positiv definit; folglich
ist o ein Skalarprodukt auf R?. Mit der Bezeichnung A = (a;;);; gilt dabei

(x)  olei,ej)=¢ -A-ej=a;

fir alle 4, j € {1,2,3}; dies geht in den folgenden Rechnungen mehrfach ein.
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und
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ergibt sich
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und damit <,(e;,ez) = § bzaw. < (e1,e2) = 45°.

Wir wenden auf die Standardbasis
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von R3 das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren beziiglich
des Skalarprodukts o von a) an und erhalten im ersten Schritt

a; = e; mit a1l = Vol(ar,ar) 5 Vi=1
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und damit
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und damit
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Damit sind by, by, b3 eine Orthonormalbasis von (R3, o) mit (b;) =
(b1, b2) = (€1, €2).

b3:

(e1) und

19. Die Vektorrdume R?, R? und R* seien jeweils mit dem Standardskalarprodukt o
versehen.

a)

Die Matrix A € R?*? ist genau dann orthogonal, wenn ihre durch die ge-
stellte Bedingung normierten Spalten aufeinander senkrecht stehen; dies 148t
sich fiir eine beliebige Vorgabe der ersten Spalte = genau dadurch erreichen,
dafB als zweite Spalte 2+ oder —z* gewihlt wird:
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Sei A = (a)iy € R¥? mit |ay;| =  fiir alle i, j € {1,2,3}.

ai1 12, Qo1 22, G371 A32 S {—5, 5} und damit
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Damit gilt

a1 (12 + ag1 Gz + azi asp € {—1, —3, 3;1}

Die ersten beiden Spalten von A stehen damit nicht senkrecht aufeinander,
insbesondere kann A nicht orthogonal sein.

Sei A = (aij)i,j € Og(R) mit 11 = Q92 — A33 — % und 19 = %, damit bilden
die Spalten s1, sq, s3 sowie die Zeilen 21, 25, 23 jeweils eine Orthonormalbasis.
Wegen |[|so]| = 1 folgt a3, = § und damit ag, € {—2,2}.

Fall 1: ag = —2. Wegen |z1]] = 1ist afy = 3, also |ais| = 2, und wegen
|s3]| = 1 ist dann a3, = also |ass| = %; wegen sy Ls3 gllt a3+ 2 3023 = 3,
woraus a3 = 2 und ag = fol t. We en z;lzy gilt —CL21 = also
3 3 3 9
a9 = —%, und wegen z; 123 gilt %(Igl = —% also as, = —%
Fall 2: azg; = 2. Wegen |z|| = 1 ist afy = §, also |a13| = 3 und Wegen
|s3]| = 1ist dann a3; = %, also ]a23| % wegen Sy S3 gllt a13~|— a23 9,
woraus a13 = -2 und a93 = —% fol t. We en 21J_22 1lt —(121 = also
3 7

as; = —=, und wegen 21| z3 gllt as) = 9, also az; =
Damit besfszt A notwendig die Gestalt
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eine Probe bestétigt, dal die beiden angegebenen Matrizen auch tatséachlich
orthogonal sind.



d) Die Matrix A € R** ist genau dann orthogonal, wenn ihre durch die ge-
stellte Bedingung normierten Spalten aufeinander senkrecht stehen; dies 148t
sich genau dadurch erreichen, dafl bei je zwei Spalten zwei Vorzeichen iiber-
einstimmen und zwei Vorzeichen voneinander abweichen, also etwa
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20. Fiir die beiden symmetrischen Matrizen A € R™*" und B € R™ ", wobei A den
Rang n hat und B positiv definit ist, wird die Bilinearform

oc:R"xR" >R, o(z,y)=2 -M-y, mit M=A-B-AcR™"
betrachtet:

e Die Matrizen A und B sind symmetrisch, es gilt also AT = Aund B" = B,
und damit ist wegen

M'=(A-B-A)T=A".B" AT=A.-B-A=M

auch die Matrix M symmetrisch; folglich ist die Bilinearform o symmetrisch.

e Die Matrix B ist positiv definit, es gilt also 2" - B-z > 0 fiir alle x € R™\ {0}
bzw. ' - B-x > 0 fiir alle z € R™ mit (ZET'B'ZIZ =0=ux= O). Sei y € R™,
und mit z = A -y € R” gilt

y  Moy=y - (A-B-A)y = (y7-AT) B (A-y) =

=4y B-(A-y)=a" B-a>0

dabei folgt aus y" - M-y =0, alsox' - B-2 = 0, schon x = 0, also A-y = 0,
und wegen Rang(A) = n ist A invertierbar, so dafi sich y = A™1 .0 =0
ergibt. Folglich ist die Matrix M und damit auch die Bilinearform o positiv
definit.

Damit ist o eine symmetrische und positiv definite Bilinearform, also ein Skalar-
produkt auf R™.



