MATHEMATISCHES INSTITUT SS 2020
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Blatt 4
Dr. E. Schorner 03.06.2020

Tutorium zur Vorlesung
»Lineare Algebra und analytische Geometrie II*
— Bearbeitungsvorschlag —

13. a) Esist
aj; @12 Qa3 W
T
oalz,y) =1 Ay:(l’l T2 xs)' Qo1 Q22 Q23 | - | Y2 | =
a31 Q32 as3 Y3

a1 Y1+ a2 Y2 + a3 Y3
= (z1 @y x3)- |Gy + Ay +axys | =
as1 Y1 + as2 Y2 + ass ys
=a11T1Y1 +A12T1Y2 +A1321 Y3
+a21 T2 Y1 + Q22 T2 Yo + Q23 T2 Y3
+as; T3 Y1 + a3z T3 Yo + a3z T3 Y3

b) Gemaif a) ist der Koeffizient a;; von z; y; der Eintrag in der i-ten Zeile und
j—ten Spalte der Matrix A; fiir die gegebenen Bilinearformen
o 0i(z,y) = w1y + Toyo +2T3Y3 — T1 Y3 — T3 Y1,
o oo(z,y) =x1y1 + 222y +3x3ys + 4w Y2 + 521 Y3 + 622y,
® 03(7,y) =11 Y1 +T2Y2 FT3Ys — TiY2 +T1Y3 — T2 Y3,
o o4(z,y) =11y + 2220+ T3Ys + X1 Y2 + Toy1 + T2 Yz + T3 Y2

von R3 ergibt sich demnach

1 0 -1 1 45
Ai=10 1 0 und Ay, =10 2 6
-1 0 2 00 3

1 -1 1 110

A3 = 0 1 -1 und A4 = 1 21
0 0 1 011

c) Die Matrizen A; und A4 sind (im Gegensatz zu den Matrizen As und Ajs)
symmetrisch, so daf§ auch o7 und o4 (im Gegensatz zu oy und o3) symmetri-
sche Bilinearformen sind; wir untersuchen diese nun auf positive Definitheit
mit Hilfe des Hauptminorenkriteriums nach Hurwitz: wegen

10

0 1‘:1>0

det(Al,l) =1>0 und det(ALg) = ‘



14.

a)

sowie

1 0 -1 A
10 9 2. Zeile

ist die Matrix A; positiv definit und folglich o; ein Skalarprodukt auf dem
R3, und wegen

det(A41)=1>0 und det(Ay2) = H ;‘ =1>0
sowie
110
det(Ay3) =|1 2 1S: 2+0+0)—(04+1+1)=0
0 1 1 arrus

ist A4 nicht positiv definit und folglich o4 auch kein Skalarprodukt auf dem
R3.

Fiir alle s € R ist die Matrix

A= e R¥

N O N
»w = O
= DN

symmetrisch und folglich o4 eine symmetrische Bilinearform auf R3. Nach
dem Kriterium von Hurwitz ist A genau dann positiv definit, wenn die drei
Hauptminoren

det(A;) =2 und det(Ag):‘g (1)‘:2
sowie
2 0 2
det(Ad3) =10 1 5| = (8+0+0)—(4+2s*+0)=4—25
2 S 4 arrus

positiv sind, also genau fiir s> < 2. Damit ist 04 genau dann ein Skalarpro-
dukt auf R3, wenn s € }—\/5, \/5[ gilt.

Fiir die Matrix A = (a;;);; € R gilt
oalei,ej) = eZTAej = ajj
fir alle 4, j € {1, 2, 3}; folglich ist
ler = Voaler,e) = V2,
lesll = V/oalez,e2) =v1=1 und

lesll = Voales es) = Vi =2



sowie

oa(er,er) 0
cos <((e1,e3) = = =0,
leall - lleall  v2-1
oaler,e3) 2 1
cos<(eg,e3) = = = —v2 und
el - flesl  v2-2 2
O'A(eg,eg) —1 1
cos <((eg, e3) = = =2,
leafl - flesl] 1-2 2
also - .
<{(€1, 62) = 5 (bZW 900), 4(61,63) = Z (bZW 450)
und 9
<es, e3) = ?ﬂ (bzw. 120°).
U1
c¢) Fiir einen Vektor v = | vy | € R3 gilt
U3

e1lv <= o4(e1,v) =0 <= e/ Av=0 <=

2 0 2 U1
~ (1 00)-{0 11 vy | =
2 1 4 Vs
U1
:(2 0 2) (%) :2U1—|—2U3:0
U3
sowie
eslv <= oae3,v) =0 = e; Av=0 <=
2 0 2 U1
«— (00 1)-{0 11 vy | =
21 4 V3
U1
:(2 1 4) (%) :2U1+U2+403:O,
U3

so daf} die gesuchten Vektoren genau die Losungen des homogenen linearen
Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix

202W202W101
21 4)u0\0 1 2/12\0 1 2

—1
sind; damit ist etwa v = | —2
1



15. a) Fiir alle s € R gilt

1 s s
s 1 s| =

Sarrus
2 51

det(M) =
s
:((13+3-3-32+s2-5-s)—(32-1-32+1-3-s+3-s-1)):
= 1+34+s4)—(34+32+32):1—2s2+s4:(1—32)2.

b) Die Matrix M, ist genau dann invertierbar, wenn det(M) # 0 ist; dies ist
wegen

det(M) =0 <= (1—-6*)"=0 <= =1 <= s==+1

genau fiir s € R\ {—1, 1} der Fall. Fiir alle s € R ergibt sich fiir die zu M,
komplementére Matrix

. +det(M],) —det(Msy) +det(Ms,
M, = | —det(M{y) +det(M),) —det(Mj,) | =
+det(Mi;) —det(My) +det(Mss)
1—s* —s(1—s? 0
=|-s(l—s%) 1-st —s(1-5%)],
0 —s(1—s% 1-—s?

so dafl wir fir alle s € R\ {—1, 1} die zu M, inverse Matrix

1 —~

M= M, =
B det(M;)
1 1—s? —s(1—s? 0
=3 —s(1 —s?) 1—st —s(1—35?) | =
(1—5?) 0 —s(1 — s?) 1—s?
1 -5 0
= —s 148> —
L= OS jSS 18
erhalten.

c¢) Nach dem Kriterium von Hurwitz ist die symmetrische Matrix M, genau
dann positiv definit, wenn ihre drei Hauptminoren

det(1) =1 und det(1 8):1—32

s 1
sowie
1 s s
det [ s 1 s | =(1-s%?
2 s 1

positiv sind; dies ist aber genau im Falle 1 — s? > 0, also fiir s € |—1;1].



16. a) Esist

o(Av, pw) Apo(v,w) A
cos <A\ v, pw) = = = cos <(v, w).
o) = o el =~ BTl el - Tl — ol <)

Dies legt die folgende Fallunterscheidung nahe:
o Fiir A\ > 0 ist
cos <(Av, pw) = cos (v, w),
also
<A, pw) = (v, w);
im Falle A\, © > 0 handelt es sich um dieselben Winkel, im Falle A, . < 0
um (gleich groBe) Scheitelwinkel.
o Fir Apu < 0ist
cos <( A v, pw) = — cos <(v, w),
also
<):(>"U7:uw) =7 - <I(v,w);
in diesem Fall handelt es sich um Nebenwinkel, die sich zu 180° ergénzen.
b) Esist

lv+wl? = oclv*wv+w)=ov,v+w)Eo(wv+w)=
= (o(v,v) £ o(v,w)) £ (o(w,v) £ o(w,w)) =
= o(v,v) £20(v,w) 4+ o(w,w) =
[]* + [Jw][* £ 2 [Jo]| [Jw] cos .

c) Unter Verwendung von b) ergibt sich

vlw <= o(v,w) =0 <= cosp =0 <= |vEw|®=||v]]*+ |w]*



