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9. a) Fiiralle A € R gilt

XMM:daM—AEg:VQ_g_A Caa) -2 =
:Vziﬁ_a 23t = (@M= (2=N+a)—a(-a)=

= (=N —a) = (<at) = 2= NP =t et = (2 -0

damit besitzt A nur einen Eigenwert, ndmlich \y = 2 der algebraischen
Vielfachheit oy = 2, und wegen

e (U )19 ()

besitzt dieser die geometrische Vielfachheit

2—1=1, fallsa#0,

— 9 Rang (A — \E,) =
o ang (A = Ao ) {2-0:1 falls @ = 0.

Nach dem Hauptsatz iiber diagonalisierbare Matrizen ist nun A genau dann
diagonalisierbar, wenn oy = 7, gilt, also im Falle a = 0.

10. a) Die in Abhingigkeit vom Parameter ¢ € R gegebene Matrix

0 0 c
M,=|c =1 1] eR¥>3
1 0 0

besitzt das charakteristische Polynom

- 0 c
Xe(A) = det(M.—AE3)=|c¢c —-1—-X 1
1 0 —A
La}éace (_1)2+2 ) (_1 . )\) ) —A C
2. Spalte 1 -

= (L1 N (A=) = (A1) (A=)

fiir alle A € R, wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:



e Fiir ¢ < 0 ist ¢ mit g(A\) = A? — ¢ > 0 fiir alle A € R eine quadratische
Funktion ohne (reelle) Nullstelle; damit zerféllt y. nicht vollstéindig in
(reelle) Linearfaktoren, so dafl M. nicht reell diagonalisierbar ist.

e Fiir ¢ = 0 ist x.(A\) = —(A+ 1) - A2 fiir alle A € R, so dal Ay = 0 ein
Eigenwert von M, der algebraischen Vielfachheit ay = 2 ist; wegen

0 0 0 1 0 0
MO - /\2E3 == 0 -1 1 ~ 0 -1 1
1 0 o/ ™ \o o0 o

ist Rang(My — A2FE3) = 2, so dal Ay = 0 die geometrische Vielfachheit
Yo = 3—2 = 1 besitzt. Wegen ay # 7, ist M nicht reell diagonalisierbar.
o Fiir ¢ > 0 ist

WD) = —(A+1)- (X = (VE?) = —(A + DA = VO + Vo)
damit besitzt x. die Nullstellen
A o=—1 sowie A=+c>0 und X\3=—y/c<0.
Demnach besitzt die Matrix M, fiir
M#AN = —1# Ve &= V£l < c#1

drei verschiedene reelle Eigenwerte, ist also als 3 x 3—Matrix reell dia-
gonalisierbar. Fiir ¢ = 1 besitzt nun die Matrix M; den Eigenwert
A1 = A3 = —1 der algebraischen Vielfachheit a; = 2 sowie den Ei-
genwert Ay = 1 der algebraischen Vielfachheit a, = 1 (und damit auch
der geometrischen Vielfachheit v = 1); wegen

1 01 1 01
My—ME;=(10 1] % oo o0
101/ ™" \o o o
ist Rang(M; — A\ E3) = 1, so daB A\ = —1 auch die geometrische Viel-
fachheit 73 = 3 — 1 = 2 besitzt. Damit ist die Matrix M; reell diagona-
lisierbar.

b) Fiir ¢ = 4 besitzt die Matrix M, € R3*3 gemiB a) die drei verschiedenen
Eigenwerte \; = —1, Ay = 2 und A3 = —2. Wegen

1 0 4 1 0 4 i 100
My—MEs=[4 0 1] [0 0 15 3 00 1
Lo 1) ™I\ o _g/) s\, g g
0
ist v; = | 1| ein Eigenvektor von M, zum Eigenwert \; = —1, wegen
0
-2 0 4 -2 0 4

M, —MEs=| 4 -3 1 ”3311 0 -3 9
1 0 -2/ MW=Ll qog 0o o



2

ist v = | 3 | ein Eigenvektor von M, zum Eigenwert \; = 2, und wegen
1
2 0 4 2 0 4
My—XBEs= 4 1 1] "2 [0 1 =7
102/ "™"\0 0 0
-2
ist 3 = | 7 | ein Eigenvektor von M, zum Eigenwert A3 = —2. Mit der
1
invertierbaren Matrix
0 2 =2
P = (Ul,Ug,?}g) = 1 3 7 € GL3( )
1 1

und der Diagonalmatrix
0
D = diag()\l, )\2, )\3) = 0 2
0 0

gilt dann P~'M,P = D.

a) Der gegebene Endomorphismus f : V' — V des Vektorraums V = R*x2
besitzt wegen

-6 )

)
)
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1
0
' 1
0
beziiglich der Basis A, Ay, A3, Ay von V = R?*2 die darstellende Matrix
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f<A4):(o 1 ((1) }

1 000
. 1 100 4x4
M = 001 o0l¢€ R
0011
b) Wegen
1—=A 0 0 0
. . 1 1—X 0 0 Dreiecks— 4
xar(A) = det(M = AEy) = | 0 1-n 0 | o= (=X
0 0 1 1—A



12.

fiir alle A € R besitzt genau einen Eigenwert, ndmlich A\; = 1 der algebrai-
schen Vielfachheit oy = 4, und wegen

0000 1000
1000 0010
M=ME=1{o000]"10o000
0010 0000

ergibt sich fiir die geometrische Vielfachheit
71:4—Rang(M—)\1E4):4—2:2

Wegen v, < o ist die darstellende Matrix M und folglich auch der Endo-
morphismus f nicht diagonalisierbar.

Die Aussage ist richtig: ist ndmlich A € R ein Eigenwert von A, so gilt
det(A — X+ E,) = 0; damit ist aber auch det ((A— X+ E,)") = 0. Wegen

(A=X-E,) =AT—(N-E,) =AT - X E,

folgt daraus det(A" — X - E,,) = 0, somit ist X auch ein Eigenwert von A'.

Die Aussage ist falsch: als Gegenbeispiel betrachten wir etwa die Matrix

. 1 1 2X2,
A_<O 1>ER :

) € R? wegen

Ax= (3 DG) _ ((1)) ER -z

ein Eigenvektor von A, wegen

e (1) () () e

aber kein Eigenvektor von A'.

1

es ist zwar ©x = (0

Die Aussage ist richtig: ist ndmlich A diagonalisierbar, so gibt es eine in-
vertierbare Matrix P € GL,(R) und eine Diagonalmatrix D € R™™ mit
D = P7'AP; damit ergibt sich aber

DT = (P7'AP)" = PTAT (P71)'

mit
DT=D ud P (P) =(P'P) =E] =E,

Folglich ist die Matrix Q = (P~%)" € GL,(R) invertierbar mit Q= = PT,
und wir erhalten

D=D"=PTAT(P") =QATQ;

somit ist auch A" diagonalisierbar.



