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1. a) Esist z € R? mit z # 0 und

5 —11 7 1 12
Ax=|-2 2 2 0Ol =10 | =12 =
3 -9 9 1 12

damit ist = ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A\, = 12.

b) Fiir A = 4 gilt

5-4 —11 7 1 —11 7
A-NE;=| -2 2-4 2 |=|-2 —2 2| "™
3 —9 9-4 3 —g 5/ M3

1 —11 7 1 —-11 7

w0 =24 16 | "5" [0 3 —2

0 24 —16/TC8)\o o 0

und damit
Rang (A — A E3) =2 < 3;

damit ist A = 4 ein Eigenwert der Matrix A mit dem Eigenraum

1

Eig(A;4) =R- [ 2
3

2. e Fiir alle A € R gilt

1-A -2
XA(/\):det(A—/\Eg):’ ) 3_A‘

—(1=NB=AN)—(=4) =X —4A+T7=(A—-22+3>0;

damit besitzt x4 keine Nullstelle und folglich A keinen Eigenwert.



e Fiir alle A € R gilt

6—)\ —2 —9
xB(A) = det(B—AE3) = | 8 —2—-X —4
9 11—

2N 0 —44+2)

-2t 0 2—X —8+4)\

I1—4-111 2 _1 1 . /\

N 1 0 -2

Coumst g a2o 1 -4

(2=X) aus II 9 1 11—\

= EEN N = (A = —(A-2P (A 1

Sarrus

damit besitzt B die beiden Eigenwerte \; = 2 und Ay = 1. Wegen

4 —2 —9 2 —1 -1 9 -1 —1
B-MEi=|8 -4 —4| ~ [4 —2 2| " (0o 0 o

9 _1 —1 I 11T 8 4 _4 II1—-41I 0 0 0

1 1
ist [2], [ 0] eine Basis von Eig(B; A1), und wegen
0 2
5 -2 —2\ ., (5 —2 -2 10 —2
B-JBy=(8 =3 —4| ~ 0 1 4]0 1 —
2 —1 0 )Mt \o -2 4] " g 0 0
2
ist | 4 | eine Basis von Eig(B; \s).
1
e Fiir alle A € R gilt
5—A 0 —2 4
0 9— A\ 0 0

5—-X\ =2 4

— - N-| -2 8-x 2

2. Zeile 4 9 5\
9— X —18+2)\ 0
9N | —2 8- 2
0 18—2X 9—A
(9—X) aus 1 1 —2 0

2 O-=N?2 -2 8—X 2
(9—X) aus III 0 9 1

= (O=A-[B=A) —(@d+4]=A(A-9)*

1211
II42-11




damit besitzt C' die beiden Eigenwerte A\; = 0 und Ay = 9. Wegen

-2 4 10 —4 -1
0 9 O OlIesm [0 1 0 O | st
C—MEy = -2 2 ;1 50 —2 4 | wla
4 () 2 ) 40 2 5
10 —4 -1 10 —4 -1 1 001
- 01 0 O 01 0 O L4211 0100
00 18 9 IH 00 2 1 Jwom|O O 21
00 18 9 00 18 9 0000
—2
ist _01 eine Basis von Eig(C'; A1), und wegen
2
-4 0 -2 4 2 01 =2
0 0 0 0 000 O
C=XBi=1 50 1 2] ]o00 o
4 0 2 —4 000 O
0 —1 1
: 1 0 0] . : :
ist ol 1 2 |- |o] cive Basis von Eig(C'’; As).
0 0 1

3. Fiir alle A € R gilt

1—A 0 0
Xa(A) =det(A—AE5)=] 0 1—-X 1 =
1 1 11—\ 1. Zeile

:(1—)\).'11)‘ 1i)\‘

= (=N [ A 2=N] = A1 - 2=

=(1-XN-[1-N*-1* =

wegen
XA(A\) =0 <= A=0 oder A=1 oder =2

besitzt A genau die drei einfachen Eigenwerte Ay = 0, Ay = 1 und A3 = 2 und ist
damit als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar. Wegen

100 1 00 1 00
A=MEs=[0 1 1] ~ |0 1 1| ~ [0 1 1
11 1) ™ o 1 /™y o 0
0
ist vy1 = | —1 | ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 0, wegen
1
000 110
A—=XFE3;=|10 0 1] ~ (0 0 1
110/ " \o o0 o0



ist v = | 1 | ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 1, und wegen
-1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
A=XE3=| 0 -1 1 ~ 0 -1 ~ 0 -1 1
11 -1 "™ X0 1 1) o 0 0
0
ist 3 = | 1| ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \3 = 2.
1

Damit ist v1, ve, v eine Basis von R? aus Eigenvektoren der Matrix A zu den
Eigenwerten Ay, A9, A3, so dafl sich mit der invertierbaren Matrix

0
P = (Ul,UQ,’Ug,) = —1 1 € GLg(R)
1

und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1, )\2, )\3) = € R3X3

o O O
O = O
N O O

die Bezichung D = P71 AP ergibt.

. Der gegebene Endomorphismus f : V — V des Vektorraums V besitzt wegen

f(vl) = VU2 = O'Ul + 1'U2 + 0'U3 + O'U4
flua) = v3 = 0o + 00y + Llowg + 00y
flog) = v4 = 0-v1 + 0-vy + 0-v3 + 1.9y
flog) = v, = 1-vg + 0-v9 + 0-v3 + 0-vy4
beziiglich der Basis vy, vo, v3, v4 von V die darstellende Matrix
0001
— 1000 4x4,
M=10 1008
0010

dabei ist ein Vektor
V=1V F Q- Vs F a3 U3F+agv4 €V

genau dann ein Eigenvektor des Endomorphismus f zum Eigenwert A € R, wenn
sein Koordinatenvektor

p(v) = c R*



beziiglich der Basis vy, v9, vs, v4 ein Eigenvektor der darstellenden Matrix M
zum Eigenwert A € R ist. Wegen

A0 0 1
1 =X 0 0
Xu(A) =det(M —=AE) =, \ |, 7.
0 0 1 -\
A 0 0 1 —x 0]
(A1 A 0] —1-lo 1 —p| Dreiecks
O 1 _)\ O O 1 matrizen
SN (AP BN 1= (A= D (A+1) (A1)

fiir alle A € R besitzt M genau zwei Eigenwerte, ndmlich \; = 1 und \; = —1;
wegen

-1 0 0 1 -1 0 0 1
1 -1 0 0 0O -1 0 1
M =M Ey = 0 1 -1 0 ]uul|lo0 1 —1 0 It
0 0 1 1 0 0 -
-1 1 0 0 1
0 1 -1 0 1
AN
0 — 1 1v+111 0 -1 1
0 0 0 0
ist der Koordinatenvektor
1
1 4
p(bl): 1 ER
1

eine Basis fiir den Eigenraum Eig(M; \;) der Matrix M zum Eigenwert \; = 1,
und wegen

1 0 01 1 00 1
11 00 01 0 -1
M =X By = 01 10f|ax]lo11 0o
0011 001 1
1 00 1 1 00 1
" 01 0 -1 . 01 0 -1
001 1 w-tt {0 0 1 1
001 1 000 0
ist der Koordinatenvektor
—1
1 4
p<b2): -1 GR



eine Basis fiir den Eigenraum Eig(M; \2) der Matrix M zum Eigenwert Ay = —1.

Folglich besitzt auch der Endomorphismus f : V' — V genau die beiden Eigen-
werte Ay = 1 und Ay = —1, und fiir die beiden Eigenrdume ergibt sich

Eig(f; M) =R - b, mit der Basis by = v1 + Vg + V3 + vy
und
Eig(f;X2) =R - by mit der Basis by = —v + Vg — Vg + vy.

Damit gibt es nur zwei linear unabhéngige Eigenvektoren von f, insbesondere
also keine Basis des 4-dimensionalen Vektorraums V' aus Eigenvektoren von f;
damit ist f nicht diagonalisierbar.



