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»Lineare Algebra und analytische Geometrie II*

45.

— Losungsvorschlag —

a) Die gegebene Ebene

T
E= yl|le+2y+32=1,,
z
besitzt den Normalenvektor
1
ug = 1|2 der Lange lug| = V12 +22 + 32 = V14
3

und damit die Hessesche Normalform
r+2y+3z—1 0

E ;
V14
die gegebene Gerade
1 1
g= If+r-[-2]|reR
1 1

besitzt den Trégerpunkt ¢, und den Richtungsvektor u, mit

1 1
tg=11 und ug = | —2
1 1

Wegen
upoug=1-14+2-(=2)+3-1=0
steht der Richtungsvektor u, der Geraden g senkrecht auf dem Normalen-

vektor ug der Ebene E und ist demnach auch ein Richtungsvektor der Ebene
E; folglich sind aber E und g parallel.

Da gemif a) die £ und g parallel sind, stimmt der euklidische Abstand der
Geraden g von der Ebene E mit dem euklidischen Abstand eines beliebigen
Punktes auf g von F iiberein; mit der bereits in a) bestimmten Hesseschen
Normalform von E ergibt sich also

1-142-1+3-1-1| 5

d(g,E) = d(t,, E) = v =




46. a) Der Durchschnitt E; N E, der beiden im R? gegebenen Ebenen
Ey x4+ y+z2z=1 und Ey i:z—y+z2=-1

besteht genau aus denjenigen Punkten des R3, deren Koordinaten z, y und z
den beiden Ebenengleichungen geniigen, und stimmt daher mit der Losungs-
menge des inhomogenen linearen Gleichungssystems

Byt z +y + 2z = 1
Ey v —y + 2 = —1

iiberein; wir betrachten die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix

1 1 1)1 1 1 1)1
AN AN
1 -1 1|—-1 Ju1\0 =2 0|-2 —ln
11 1|1 1 0 1(0
ANy AN
(0101)1_11(0101)

und erhalten

0 -1 —A
0 1 A

b) Die beiden Ebenen F; und Fs besitzen die Normalenvektoren

jeweils der Linge ||a1]| = v/3 = ||tz und damit die Hesseschen Normalform

r+y+z—1

V3

r
Der Punkt p = | v | € R? besitzt damit von E; bzw. E, den Abstand
2

r—y+z+1

E1 : 0 und E2 :

r+y+z-—1

V3

r—y+z+1

d(p, E1) = 3

Y

‘ bzw.  d(p, Es) =




und es gilt

pePr d(p, E1) = d(p, Es)
r+y+z—1| |jz—y+z+1
v Il
zc+y+z—-1 |zr—y+z+1]
V3 a V3

lz+y+z—1l=|lz—y+2+1]
r+y+z—1l=f(x—y+2z+1)
r+y+z—1l=z—y+2+1

oder z4+y+z—1=—2a+y—2-1
2yg=2 oder 2x+22=0
y=1 oder z+2=0;

(R N S A

somit ist P die Vereinigung der beiden Ebenen F3:y =1und Ey: 242 =0
mit den Parameterformen

0 1 0
Es=|1]+R-[0O]+R-|0
0 0 1

0 0 -1
Esy=10)+R- (1| +R-| O
0 0 1

47. Fiir die Gerade g im euklidischen R? durch die Punkte P, und P, ergibt sich die
Parameterdarstellung g = ¢, + R - u, mit

1 2 1 1
tg:PIZ 0 und Ug:PQ—Plz 1 — 0 = 1 )
-1 0 -1 1

die Schnittgerade h = E; N Ej5 ist genau die Losungsmenge des homogenen linea-
ren Gleichungssystems
x -z =0
2z 4+ vy =0

und besitzt damit wegen
10 =1]0 - 10 —=11] 0
2 1 0 0 Jumoa2r\ 0O 1 2 0
die Parameterdarstellung h = t;, + R - u;, mit

t), = und up, = | —2

o O O



Die gemeinsame Lotgerade ¢ der Geraden g und h besitzt den Richtungsvektor

1 1 3 1
ugxup,= (1] x-=2]=10 bzw. u=1| 0 |;
1 1 -3 -1

seien o und yo die LotfuBpunkte auf g und h. Dabei besitzt yo (als Punkt von
h) die Gestalt

0 1 1
Yo= 0] +p-| 2] =pn -2
0 1 1

mit einem geeigneten p € R, wodurch sich fiir die gemeinsame Lotgerade

1 1
(=yo+R-T=p-[-2]+R-| 0
1 ~1

ergibt; folglich erhélt man fiir den Lotfuflpunkt xy die Darstellungen

1 1 1 1
w21 +7-{ 0 ]=10]+Xx-]1
1 —1 —1 1

e <

mit geeigneten Parametern 7, A\ € R und somit

1 1 -1 i 1
-2 0 —-1})-(7]=1{20
1 -1 -1 A -1
Wegen
1 1 —-1]1 1 —1] 1 11 —-1|1

1
2 0 —1/0 |™ (0o 2 =32 | ~ |02 3|2
0

1 -1 —1|-1 /)" —2 0 |-2/)"™"\oo0 —3|0
erhdlt man A =0, 7 =1 und p = 0, so daf} sich
0
zo=1 0 und =10
0

ergibt. Fiir den Abstand der Geraden g und h gilt damit

1
d(SJ, h) = d(%;yo) = ||$0 - y0|| = ' 0 = \/5
-1



48. In R* sind die beiden Geraden g =t, + R - u, und h = t, + R - u;, mit

4 1 -1 0
-2 -1 2 -1
ty = N R und tp = o |+ w=1_4
5 0 3 3

gegeben. Damit besitzt jeder Punkt P, auf g die Gestalt

4 1 4+
-2 -1 -2 -«
Fo=totarug=1 gl Fa-1 o 1 =39,
5 0 5
fiir ein a € R, und jeder Punkt P, auf h ist von der Gestalt
-1 0 -1
B | 2 11 _|2-8
3 3 3438

*)
fir ein 8 € R; fiir den Verbindungsvektor u = P, P, ergibt sich damit

-1 4+« 55—«
~ 1 2-5 —2—-a| 44 a—p
u=h=F=19 57 3+2 | |-1-20-5]
3438 5) —243p

und es gilt zum einen

—
PP, lg <= ulu, <= uou,=0 <=
(=b—a)-1+d+a—-0)-(-1)+(-1-2a—p)-24+(-2+38)-0=0
— Sb—a—-4—a+-2—-4a-20=0 << —6a—-p=11

und zum anderen
—> ~ ~
PP, L h <= ulu, < uou,=0 <

(=b—a)- 0+@+a—-0)-(-1)+(-1—-2a—-08)-(-1)+(-2+36)-3=0
— 4d—-—a+pf+142a0+-64+9=0 < a+115=09.

N
Damit steht der Verbindungsvektor P, P}, genau dann sowohl auf g als auch auf
h senkrecht, wenn die Parameter o und § das lineare Gleichungssystem

—6a— =11 und a+11=9

16sen, wegen

-6 —1111 1 1119
o rd ~
1 1119 Ierm \ —6 —1|11 ) 1m+er

1 1119 1 1119 1 0]-2
A A A
0 65|65 L 0O 11]1 /J1—1zm\ O 1| 1



also genau fiir « = —2 und 8 = 1. Die sich ergebenden Punkte

4+ (-2) 2 ~1 ~1
2= | (o 21 ] |1
Al EWIE TN Rl wd =1 g [T
5 5 3+3-1 6

sind die LotfuBBpunkte der gemeinsamen Lotgeraden ¢ von g und h, so dafl man
fiir deren Abstand

-1 2 -3

1 0 1
dg.n)=de Py = 1P -2l = | 1 = 2= 5 1=

6 ) 1

=V (-32+12+224+12=/9+1+4+1=+15

erhalt.



