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41. Wir betrachten fiir das durch die drei Parameter r, s, t € R gegebene lineare

Gleichungssystem
T1 + 229 + 2x4 = 4
2x1 + 4x9 + rax3 =1
ST + T3 + t Ty = 1

die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix

1 2 0 2| 4
24 r 01 ];
s 01 ¢t] 1

ist nun das Gleichungssystem losbar, so gibt die Anzahl der freien Variablen die
Dimension der Losungsmenge an.

a) Wegen
1 2 0 2] 4 (o 1 2 0 2 4 - .
24 01 |"8" 00 —a| —7 | ™Y
s 01 ¢ 1 s 01 ¢ 1
1 2 0 2 4
0 0 r —4 —7 | U
0 —2s 1 t—2s| 1—4s
1 2 0 2 4
0 —2s 1 t—2s| 1—4s
0 0 r —4 -7

treffen wir die folgende Fallunterscheidung:
e Fall 1: s # 0. Damit sind

— im Falle r # 0 die Variablen x1, 2, x3 gebunden sowie x4 frei sowie
— im Falle r = 0 die Variablen z1, x5, 4 gebunden sowie x3 frei;

auf jeden Fall ist das Gleichungssystem losbar mit einer affinen Geraden
als Losungsmenge.



e Fall 2: s = 0. Wegen

1 20 2| 4 . 1 2 0 2 4 o

2 4 r 01 |*1001 ¢ 1 ~

s 01 ¢t| 1 00 r —4| -7
1 20 2 4
0 0 1 t 1
000 —4—rt| —7T—r

sind auf jeden Fall 1 und z3 gebunden sowie x5 frei, so dafi das Glei-
chungssystem genau dann eine affine Gerade als Losungsmenge besitzt,
wenn x4 ebenfalls gebunden ist, also genau im Falle —4 — r¢ # 0 bzw.

rt# —4.
b) Geméif a) besitzt das Gleichungssystem fiir s # 0 oder s = 0 und rt #
—4 eine eindimensionale Losungsmenge; daher kommt eine affine Ebene als

Loésungsmenge nur im Fall s =0 und rt = —4 in Frage. Wegen
120 2] 4 1 2 0 2 4
o4 r 012001t 1
s 01 t] 1 00 00| =7T—r
ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn —7 — r = 0 gilt; damit
mufl » = —7 und wegen rt = —4 auch t = % gelten. Fiir diese Wahl der
Parameter ergibt sich als Losungsmenge
4 -2 —14
0 1 0
L= T R- 0 +R- e
0 0 7

also eine affine Ebene.

x
42. Esist P = |y | € R? genau dann ein gemeinsamer Punkt der drei Ebenen
z
Elzzc—iy—2z—i—1:()
E2:2x—gy—5z—/\:()
Es 4z + Ay — 62z — p = 0

wenn seine Koordinaten den drei Ebenengleichungen geniigen, er also Lésung des
inhomogenen linearen Gleichungssystems

T — }ly - 2z = -1
2r — gy — bz = A
dr + Ay — 62 = p

mit der erweiterten Koeffizientenmatrix (A[b) fur

1 1
4
A=[2 =2 5| eR” und b=| X |€eR’
4



ist. Mit der Regel von Sarrus ergibt sich

1 -1 2
det(A) =12 —2 —5|=(15+5—-4X) —(20—5X+3)=A—3,
4 XN -6

N Ou =

so daf fiir A € R\ {3} die Matrix A wegen det(A) # 0 invertierbar ist; folglich
ist in diesem Fall das durch (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem eindeutig
l6sbar, die drei Ebenen F;, F> und Ej3 schneiden sich also in genau einem Punkt.

Fiir die hier zu betrachtenden Fille mufl also A = 3 gelten, und dabei gilt

1 -1 2|1 4 -1 -8 |—-4
4 41 -1
(Alpy=|( 2 -2 -5 3 |4 5 -0 6 |
4 3 6| )" \4 3 -6 -
4 -1 —-8| —4 4 -1 -8 —4
0 —4 —2| 10 w |0 =4 2| 10 |,
[I+1V

0 4 2 |p+4 0 0 0 |p+14

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
o Fiir p e R\ {—14} ist g+ 14 # 0 und damit
Rang(A) = 2 < 3 = Rang(A|b);

folglich ist das durch (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem unlosbar, und
die drei Ebenen E;, F5 und E3 haben keinen gemeinsamen Punkt.

e Fiir p = —14 ergibt sich

4 -1 —8| -4
(Alp)~ | 0 —4 —2|10 |,
00 010

so daf} das durch (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem wegen
Rang(A) = 2 = Rang(A|b)

l6sbar ist und die Losungmenge L die Dimension 3 — Rang(A) = 1 besitzt.
Folglich schneiden sich die drei Ebenen F;, E5 und E5 in der Geraden

4 15
L=|-4]+R-|—4
3 8

43. Die gegebene Ebene £ durch die drei Punkte



besitzt den Tragerpunkt P sowie die beiden (linear unabhéngigen) Richtungsvek-
toren

und damit die Parameterdarstellung

-1 1 1
E=(0]+R-|-1]+R-| O
0 0 -1
Folglich ist
1 1 1
u= up Xug = | —1] x 0 =11
0 -1 1

ein Normalenvektor der Ebene E, und wir erhalten die Gleichung

E : wo =uoP bzw. r+y+z=-1

INIS S

Die gegebene Gerade g, die den Ursprung 0 enthilt und auf E senkrecht steht,
besitzt den Trigerpunkt 0 und den Richtungsvektor u und damit die Parameter-
darstellung

0 1 1
g=|0]+R- |1 ] =R-[1
0 1 1
Der Schnittpunkt S von g und E besitzt (als Punkt von g) die Gestalt
1 A
S=Xx-[1]=-1A
1 A

fiir ein geeignetes A € R, und wegen S € E gilt
A+ A+ A=—1, also 3IN=-1 bzw. A= ——;

damit ergibt sich

S=|-

WIW W=

Als Spiegelpunkt 7" von 0 an der Ebene F erhélt man schliellich

T=0+(5-0)+(5-0)=2-5=

—_——
=Lotfupunkt S

[SSIINC UM ONT | )



44. Im euklidischen R? sind die folgenden drei Geraden zu betrachten:

e Die Gerade L; ist als Schnittmenge der beiden Ebenen

Ey @ xz+y—z=1 und Ey @ 20—y—2z2=-1

gegeben und stellt daher die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

r +y - z = 1
2¢ — y — 2z = -1

dar.
e Die Gerade L, ist iiber ihre Parameterdarstellung

1
2—t]|teR
t
gegeben.
e Die Gerade Lj ist als Verbindungsgerade der beiden Punkte
0 -2
=13 und @p=-1
—2 0

gegeben, besitzt demnach mit dem Trégerpunkt ¢; und dem Richtungsvektor

u = ¢ — ¢ die Parameterdarstellung

0 -2 —2s
G+R-u=|3 |+R-|-4] = 3—4s | |seR
-2 2 —2+2s

Im folgenden stiitzen wir uns auf diese Darstellungen fiir die drei Geraden.

a) Wir zeigen, daf sich sich die Geraden paarweise schneiden und bestimmen

die drei Schnittpunkte:
e Fiir einen gemeinsamen Punkt p; von Lo und L3 gilt

1 —25
2—t| = P1 = 3—4s s
t —242s
was genau fiir s = —% und ¢t = —3 erfiillt ist; damit schneiden sich die
1

5

beiden Geraden Ly und L3 im Punkt p; =
-3



-2
e Der Punkt po = | 3—4s | von L3 mit s € R liegt genau dann auch
—242s
auf Lq, wenn

(—=2s) + (3—4s) — (-2+4+2s) = 1
2(=2s) — (3—4s) — 2(-2+42s) = -1
gilt, was genau fiir s = % erfiillt ist; damit schneiden sich die beiden
-1
Geraden L; und L3 im Punkt p, = | 1
-1
1
e Der Punkt p3 = | 2—1¢ | von Ly mit t € R liegt genau dann auch auf
t
Ly, wenn
1 + 2—-t) — t = 1
21 — (2-¢t) — 2t = -1
gilt, was genau fiir ¢ = 1 erfiillt ist; damit schneiden sich die beiden
1
Geraden L; und Lo im Punkt p3 = | 1
1

b) Wir betrachten das Dreieck A C R3 mit den Eckpunkten p;, ps, p3. Die
beiden Richtungsvektoren

1 —1 2
u=pr—p=|5]—|1]=|4
-3 —1 2
und
1 —1 2
v=p3—p2=|1] — 1 =10
1 —1 2

von py zu py bzw. ps sind geméf
wov=2-244-0+4(-2)-2=0

orthogonal, so dafl im Eckpunkt p, ein rechter Innenwinkel d; = 7 = 90°
vorliegt. Fiir den Fldcheninhalt Fa des rechtwinkligen Dreiecks A ergibt sich

damit
1 1 1 1
Fa=—-|ul[-Jv]==-]2-| 2 |||-]2- 0] =2V12=4V3.
2 2
—1 1
Y g

Fiir den Innenwinkel §; im Eckpunkt p; gilt

o s Gegenkathete ||| 2v2 1
an == —= e e
! Ankathete lull  2v6 V3




und damit 0; = § = 30°, so dafi sich {iber die Innenwinkelsumme im Dreieck
fiir den Innenwinkel 03 im Eckpunkt p; dann

T T N
53:7T_(51+62):7T_<6+§>:§:600

ergibt.



