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— Lo6sungsvorschlag —
25. Die gegebene Matrix
5 -2 —4
A=|-2 8 —2]| eR¥?
—4 -2 5

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar; dabei ist zundchst wegen

2 0 5 —2 —4 2 0
n=\1]#10 mt A-nu=1-2 8 =2]|-11]=10]=0-v;
2 0 -4 -2 5 2 0

vy ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert \; = 0. Ferner gilt

5—A -2  —4 09—\ 2A—18 0
val)=|-2 8-x 22" 2 8- -—2|=
4 =2 5=X" 0 2a-18 9-2)
—(A=9) 2(A—09) 0 -1 2 0
—| -2 8 — o | LT g2 8N 2| =
0 20— 9) —(A—9)| ATl 0o 2 -1

= A=92[(8=N)+0+0)—(0+4+4)]=-X-(A-9)?

Sarrus

fir alle A € R; damit besitzt die Matrix A neben dem (bereits bestimmten)
einfachen Eigenwert A\; = 0 den doppelten Eigenwert Ay = 9. Wegen

4 —9 —4 29 1 2 21 2
A—DBEs= -2 -1 =2 ~ [=2 =1 —2| ™ |0 0 0
4 —2 —4) 2T \_4 —2 —4) "\ 0 0
1st
1 1
Vo = 2 N V3 = 0
0 1

eine Basis des Eigenraums Eig(A4,9) = Eig(A4,0)*; damit ist aber

2 -1 1
vh=vyxv3= (1] x| 0 |=|[-4
2 1 1



26.

wegen vy L vy ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ao = 9 mit v Lvs. Folglich
ist vy, vy, v3 eine Basis von R3 aus paarweise orthogonalen Eigenvektoren der
Matrix A, so dafl sich mit der orthogonalen Matrix

2 1 1
3 V2 32
U1 vy U3 ) 1 4
P= 2 — |1 0 A |ecour
<||v1|| [oa]] [lvs]] A (R)
3. V2 3v2
und der Diagonalmatrix
0 00
D — (/\1, )\2, )\2) - 0 9 0 c R3X3
0 09

gilt dann PTAP = D.

a) Aufgrund ihrer Symmetrie ist die gegebene Matrix

3 4 2
A=14 3 2
2 20
orthogonal diagonalisierbar. Wegen
4 4 2 2 21
2 21 000

ist Rang(A — (—1) - E3) = 1; damit ist A\; = —1 ein Eigenwert von A der
Vielfachheit 2, und die Vektoren

bilden eine Basis von Eig(A; A;). Damit besitzt A einen zweiten Eigenwert
Ay der Vielfachheit 1 mit Eig(A; \y) = Eig(A4; \;)*; folglich ist der Vektor

1 1 2
V3 = V1 X Vg = —1] x 0 =12
0 -2 1

eine Basis von Eig(A; \2), und wegen

34 2 2 16
A-vg=[4 3 2 2]l =116] =8 v,
2 20 1 8

ergibt sich Ay = 8.



b) Wegen Eig(4; \;) = Eig(A; \p)* ist

1 2 4
vp=vXxv3=| 0 | x|2]=[-5
-2 1 2

ein (auf vy senkrecht stehender) Eigenvektor von A zum Eigenwert \;, und
folglich bilden

NN

1
b:— — , b:— O 5 b:_
SRRV VB L, °7 3

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren von A. Mit der ortho-
gonalen Matrix

4 3 25
P = (by, by, b3) = L5 0 2v/5 | € 03(R)
Vi \ o g V5
und der Diagonalmatrix
-1 0 0
D= diag()\l, )\17 )\2) = 0 -1 0 € RSXB
0 0 8

erhilt man somit, da PT AP = D Diagonalgestalt besitzt.
c) Fur

-1 0 0
F=|0 -1 0] erR?®3
0 0 2
gilt F? = D, und fiir
B = PFP'

4 3 25 0 0 4 -5 2
:i—esoz\/' 10-L30—6
\/4_52—6\/_ 02V4_52\/52¢5\/5
) 4 3 25 -2
=5 -5 0 25]- 3 0 6

2 -6 5 4\f 4f 2v/5
, (15 60 30
= 60 15 30 | == 41 2 c R3%3

30 30 —30 2 2 -2

erhalt man damit

B* = (PFP")} = PF*P" = PDP" = P(PTAP)P" = A,



27.

Fir M € R"" und S € GL,,(R) erhalten wir
(SMS*1)2 = (SMS™) - (SMS™!) =SMS'SMS™ = SM*S.
<~

=F,
Fiir die diagonalisierbare Matrix B € R™*" gibt es eine Basis vy, ..., v, des
R™ aus Eigenvektoren von B zu den Eigenwerten \q,..., A, € R; mit der

invertierbaren Matrix S = (vy,...,v,) € GL,(R) und der Diagonalmatrix
D = diag (A, ..., \,) € R™™ ergibt sich D = S™'BS bzw. SDS™! = B.
Da fiir die Eigenwerte von B nach Voraussetzung A\; > 0,..., A, > 0 gilt,
existiert ferner die Matrix F' = diag (\/)\_1, ceey \/)\_n) € R mit F? = D,
und fiir die Matrix A = SFS™! € R™*" gilt unter Verwendung von a)

A% = (SFSY)? = SF'ST =SDS™! = B,

Fiir die Matrix B = <190 :g) € R?*2 gilt
10 — A —6

=(10=N) (=5 =N +54=N=5A+4=(A—1)-(A—4)

fiir alle A € R; damit besitzt B die beiden einfachen Eigenwerte A\ = 1 und
A2 = 4. Wegen

9 —6 9 —6 3 -2
B_MEZ_((Q —6)53(0 o)ﬁg(o 0)

ist v; = (;) eine Basis von Eig(B; A1), und wegen

(6 =6\ 1t (1 —1 1 -1
B_AQEZ_((Q —9) L (1 —1) o (0 0)

ist vy = G) eine Basis von Eig(B;\y). Mit der invertierbaren Matrix

S = (01, vp) = @ }) € GLy(R)

und der Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, )\2) = (é Z) c R2X2

ergibt sich damit D = S™'BS bzw. SDS™! = B. Fiir F = ((1) g) € R?x?
gilt F? = D, und fiir die Matrix

Cemen (2 1) (10N 1 (1 -1\ _
a=sest=(31)- (0 5) = (G 3) -
_ 2 2 . _1 1 o 4 _2 2><2
_(3 2) (3 —2>—(3 —1>ER



gilt gemiB b) die Beziehung A? = B.

28. Wir betrachten die rekursiv definierte Folge ( f,)nen, der Fibonaccizahlen fy = 0,
fl =1 und fn = fn—l +fn—2 fir n > 2.

a) Wir zeigen fiir alle n € N mit vollstandiger Induktion die Beziehung
(5 £)-0)
fn fn+1 11 '
(fo f1>:(f0 fi ):<0 1)
i fa Ji it fo 11
e .n—n+ 1%
o 1\"" /0 1\" (0 1\ _ [(fou fa 0 1\
1 1) N1 1) \1 1)\ f. fou) \1 1)
— ( fn fn—1+fn) _ ( fn fn+1>
fn+1 fn+fn+1 fn-i—l fn+2 ’

S\ 1’

1.
o . n=1%

b) Fiir alle A € R gilt

=(=N)-1-XN)—-1=X-Xx—1

Xr(A) = det(F — AEy) = ’ 11—

mit

—(-DEV(=1)2-4-(-1) _1£+5,

Xr(A) =0 <= A= i 5

damit besitzt F' die beiden einfachen Eigenwerte A\; = %5 und Ay = 1_2\/5.
Insbesondere ist F' diagonalisierbar. Wegen

\ _1+2\/5 1 _1+V5 1
_ — 2
F=in 1 1126 < 21— \/5)

Vs g _15 g
~ 2 ~ 2
II-(1+/5) <2 +2v5 —4) 1141 ( 0 0)

1
ist vy = (1+\/5) eine Basis von Eig(F; \) mit
2

75

Joull = 12+<1”3)2 EERE
H 2

damit ist

S

- o 72 (o)
= — ) = —
TRV AS



eine Orthonormalbasis von Eig(F’; A1), und folglich ist

2 1+V5
by = bli — L ( 2 )
545\ 1
eine Orthonormalbasis von Eig(F'; A2). Mit der orthogonalen Matrix
\/§ 1 1+v5
P=(b,by) = ———— 2 € 0y(R)
54+v56 1+2\/g -1

und der Diagonalmatrix

: L4/ 0 2X2
D = diag (A, A2) = (2) 1_2\/5 €R
gilt dann P"FP = D.
Gemifl b) erhalten wir aus D = P'FP fiir die Matrix F die Darstellung
F = PDPT" und damit fiir ihre n—te Potenz F™ = (PDPT)n = PD"PT;
dabei ist

p_ V2 1 E) (1 Al)
V5 ++/5 1+2\/§ -1 VA5 M\ A -l

_ (M 0 n (X0
D—(O )\2), also D _(O )\,5).
Damit ergibt sich
fnJrl fn fn+1 1
_ n 0 _ npTl | 0
_ 5 .(1)_ppp (1)
B 1 (1 Al)(xgb o)' 1 (1 )\1)'<0>
V5 M A —1 0 Ay V5 A\ A —1 1
1 ()\? Alxg) . ()\1>
VoA W =X —1

_ 1 (Al(/\? — AS)) .
VA \ AT )0

1 1
Jn = AL (A = A3) = —= (AT = \) =
NGD) 5
1

(-5

eine mogliche explizite Darstellung fiir die Fibonaccizahlen f,, mit n € N.

und

somit ist




