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21. Die beiden gegebenen Vektoren

1 3
wy = _01 und Wy = _14 e R*
1 2

sind offensichtlich linear unabhéngig und damit eine Basis von W = (wy, ws).
Die Anwendung des Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens liefert
dann im ersten Schritt |jw; || = v/3 und damit
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sowie im zweiten Schritt
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ay =wy — (wy0by) by = 4 _ﬁﬁ R
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mit ||ay|| = v/3 und damit
0
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wegen (b1, by) = (wy,wsy) bilden damit by, by eine Orthonormalbasis von W. Fiir
die Orthogonalprojektion P : R* — R* auf den Unterraum W gilt damit

P(l’) = (fEObl)'b1+($Ob2) 'bQ
fiir alle z € R*. Mit
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erhalt man demnach
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und damit
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damit ist A € R** die gesuchte Abbildungsmatrix von P.

22. Die gegebene 4 x 4-Matrix

A:
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To — T3 — T4
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ist gem#fl AT = A symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar.

a) Fir A\; = —2 ist
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also
Rang(A — A\ - Ey) = 1 < 4;

damit ist A\; = —2 ein Eigenwert von A, und
-1 -1 -1

Uy = U =
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ist eine Basis des Eigenraums Eig(A; \;). Fiir Ay = 2 ist
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also

Rang(A — A\ - Ey) = 3 < 4;

damit ist Ay = 2 ein Eigenwert von A, und

Ug =

—_ = = =

ist eine Basis des Eigenraums Eig(A; \2). Damit ist uy, us, ug, uy bereits
eine Basis von R* aus Eigenvektoren von A, so dal A keinen weiteren Ei-
genwert besitzen kann; dieser wiirde ja einen weiteren linear unabhéngigen
Eigenvektor beisteuern.

Wir konstruieren fiir jeden der beiden Eigenrdume jeweils eine Orthonor-
malbasis (beziiglich des Standardskalarprodukts)

Fiir den Eigenraum Eig(A, A1) unterwerfen wir die in a) ermittelte Basis
dem Gram-—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten
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damit
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mit
1
llas|| = V12, also b3 = = ;
[las]l

damit ist by, by, by eine Orthonormalbasis von Eig(A; A;). Der Basisvektor
uy von Eig(A; A2) ist dagegen nur zu normieren mit

Damit ist by, by, b3, by eine Orthonormalbasis von R* aus Eigenvektoren der
Matrix A, und mit der orthogonalen Matrix
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und der Diagonalmatrix
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ergibt sich dann PTAP = D.



23.

a)

1 1

Zunéchst steht uy = [ —1 | auf dem gegebenen Vektor v, = [ 1] € R3
0 1
wegen u; o us = 0 senkrecht, so dafl mit
1 1 1
Uz = Uy X Uy = 1] x| -1]= 1 GR?’
1 0 -2

die Vektoren up, us, ug eine Orthogonalbasis von R? bilden.

Eine Matrix U € R**® bzw. die durch diese gegebene lineare Abbildung
f:R> = R3 f(x) = U -z, besitzt genau dann u; als Eigenvektor zum

Eigenwert A = 1 und us, ug als Eigenvektoren zum Eigenwert y = —2, wenn
(%) U-uy=Xuy, U-uy=p-uy und U-uz=p-us
bzw.
(%) flur) =A-ur,  flug) =p-up und  fluz) = p-us

gilt. Da gemif a) die Vektoren uy, us, uz insbesondere eine Basis von R3
bilden, gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung genau eine lineare
Abbildung f : R® — R3 mit (+*) und damit genau eine Matrix U € R3*3
mit (x).

Fiir die explizite Berechnung der Matrix U € R3*3 bieten sich die folgenden
beide Wege an:

e Gemif (x) ergibt sich
U- (ul,u2,u3) = (U'Uh U - ug, U'U3) = (Aul, U, MU3)7
also U - B = C mit

1 1 1
B = (uj,ug,uz) = |1 =1 1 | e R¥?
1 0 =2
und
1 -2 =2
C=Au, pug, pug) =1 2 =2
1 0 4
Da uy, ug, uz eine Basis von R? bilden, ist B = (u1, ug, u3) invertierbar,
und es ist
2 2 2
1 ~ 1
Bl = B=-(3 =3 0],
det(B) 6\; 1 _o
woraus sich dann
1 -2 =2 1 2 2 2 -1 1 1
U=C-B'=[1 2 =2 S CE N el
1 0 4 1 1 =2 1 1 -1

ergibt.



e Die normierten Vektoren

Uy 1 1 U2 1 1 Uus 1 1
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bilden eine Orthonormalbasis des euklidischen R?® aus Eigenvektoren
von U zu den Eigenwerten A = 1, 4 = —2 und p = —2, so daf} sich mit
der orthogonalen Matrix
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und der Diagonalmatrix
1 0 0
D =diag(\, p, p)= |0 =2 0 | e R¥?
0 0 -2
dann
D=P'UP bzw. U=PDP' =
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ergibt.
24. a) Die gegebene Matrix
. 9 2 2%2
A= (2 6) €eR

ist symmetrisch und damit orthogonal diagonalisierbar. Wegen

Xa() =det(A— 2By = |00 7

=9-N(6-X)—2-2=X—15A+50= (A —5)(\—10)

‘9—)\ 2 ‘_

fiir alle A € R besitzt A genau die beiden Eigenwerte \; = 5 und Ay = 10;

wegen
4 9 2 1
A= MEp = (2 1) e (0 0)



. -1\ . . .
ist v = ( 9 ) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen

1 2 ~1 2
A_AQEQZ(Q —4)”*(0 0)

ist vy = (?) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 10. Folglich ist

1 1 (—1) 1 1 (2)
wlz—v'vlz— R w2:—.fv2:_
o] VB \ 2 [[va| VB AL

eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren fiir A.

GemésB a) ergibt sich fiir die orthogonale Matrix

P = (wy,wy) = % (_21 ?) € O2(R)

und die Diagonalmatrix

D = diag (A1, \y) = (g 100) € R?*2

die Beziehung P~1-A-P = D.
Mit Hilfe der Beziehung aus b) ergibt sich zunéchst
A= (P~P*1) “A- (P-Pfl) =P (Pfl-A-P) P t'=pP.D.P!

wir zeigen nun A" = P- D" P~ fiir alle n € N mit vollstindiger Induktion:

sn o= 1%
A'=A=P-D-P'=P-D"- P
S —n+ 1%
A = A" A= (P-D"-P")-(P-D-P") =
=p.D"-(P"-P)-D-P'=pP.D"-D-P'=pP.-D"". Pl

Wegen
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