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17. a) Fir B = (’Ul,UQ,Ug) € R4X3 gllt

1 11 1 1 1 1 0 3
B_ 2 2 2 121 0O 0 0 T+, TV—IIT 01 -2

3 2 5| m-3r1v-41 |0 —1 2 I IT1 0 0 O

4 3 6 0 —1 2 0 0 O

Damit sind vy, vy linear unabhéngig mit v = 3v; — 2v,; insbesondere ist
v1, vy eine Basis von U = (v, vg, v3).

b) Fiir C = (v1, v, €1, €2) € R gilt

3 2

det(C) = A 3’ =1+#0.
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Damit ist die Matrix C' € GL4(R) invertierbar; insbesondere bilden die
Spalten vy, v9, €1, e von C eine Basis von R%.

c) Fiir D = (vy,vy) € R gilt

DTf1234w1234w1201
A1 2 2 3/ur\0 0 -1 —=1/)1430\0 0 —1 -1/~

Damit sind
—2 -1
_ 1 10
wy = o | W2 =1 _4
0 1

eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U = (v, v5) in R%. Unter-
wirft man diese dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren,
so erhélt man

—2 —2

1 1 1

mit |la1]| = V5, also by = a = — ,
o] 1 =0
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und damit

—1 —2 —% —1
B 10 2 1 1| —% 1] =2
a2—w2_(w2ob1)'bl— -1 _E% 0 . —g _5
1 0 1 5)
mit
—1
1 1 1 -2
as|| = =Vv/b5, also by = ey = ——
Joall = 5 * el ™7 Vs | 5
5

Wegen (b1, by) = (wq,ws) bilden die Vektoren by, by eine Orthonormalbasis
von U+ beziiglich des Standardskalarprodukts o auf R*,

Die durch

o(z,y) =x1y1 + 322y + 4da3ys+
T X1y +X2Y1 +T1Y3 +T3Y1 + ToY3z + T3 Y2

fiir alle , y € R? gegebene Bilinearform o : R3 x R?> — R auf dem reellen
Vektorraum R3 besitzt die Matrixdarstellung

1 11
o(z,y) =x"Ay  mit A=1[1 3 1] e R¥,
11 4

Wegen AT = A ist die Matrix A und damit auch die Bilinearform o sym-
metrisch. Da die drei Hauptminoren

det(A;) = [1] =1 und det(AQ):H ;’:3—1:2
sowie
111 111 .
det(As) =11 3 1] 5|0 2 of P& 1.2.3=¢
1 1 4 III-1 00 3 matrix

alle positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz auch
die Matrix A und damit auch die Bilinearform o positiv definit.

Es ist
U=R-v; +R-vy, CR?

mit den (offensichtlich linear unabhéngigen) Vektoren



19.

a)

Die Anwendung des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens
liefert dann im ersten Schritt

1
a=v, = | —1 mit |la1]| = Vol(ar,a1) = V2
0
und damit
b ! 1 11
1= a1 =—F7= |-
fal V25
sowie im zweiten Schritt
(v, by) - b 1 —2. 1 11 S
ay = vy — 0(Vg, - = _— | = =
2 2 2,01) + 01 NG
1 0 1
mit
llas|| = /o(az,az) = V12 = 2V/3
und damit
e L
2 = — a2 = —
ol @ 25 \ |
Wegen

R'b1+R'bQZR'U1+R'U2

bilden die Vektoren by, by eine Orthonormalbasis von U beziiglich des gege-
benen Skalarprodukts o auf R3.

Da A eine symmetrische Matrix ist, stellt 04 eine symmetrische Bilinearform
auf R? dar; da die drei Hauptminoren

det(A) = |4 =4  und  det(4y) = ‘_42 _22‘ _8_4—14
sowie
4 -2 0
det(A3)=|-2 2 -1 o (164+0+0)—(0+4+8)=4
0 _1 2 arrus

alle positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz auch die
Matrix A und damit auch die symmetrische Bilinearform o4 positiv definit,
folglich ein Skalarprodukt auf R3.

b) Esist

lesl] = Voaler,er) =vVa=2,
eaf| = \/UA(€2,62)=\/§ und
lesll = Voa(es,es) = V2



sowie

O'A<€1,€2) —2 1
<I s = — _ —— 2,
COS (el 62) Hel” . H€2H 2 ] \/é 2\/_
ogaler,es) 0
cos (e, e3) = = =0 und
) = e sl ~ 212
oales, e3) —1 1

cos q(eg,€3) = =

leall - flesll — v2-v2 2

also 3
<(ey,eq) = Zﬂ (bzw. 135°), ey, e3) = g (bzw. 90°)

und 5
<es, e5) = Eﬂ (bzw. 120°).

Wir unterwerfen die Standardbasis e;, es, es von R* dem Gram-Schmidt-
schen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten zunéchst

1
ap=e; = [0] mit [|ai|| = Voala,a1) =2,
0
also
1
1 1
by=—a == 0],
”al” 2 0
danach
0 1 1
-2 1 1
(12262—0'A(620b1)'b1: 1 —75 0 :§ 2
0 0 0
mit
1 1 (L
llas|| = /oalag,a3) =1, also by=——-as==12],
v fal 272\
und schliefllich
CL3:€3—UA(€3Ob1)'b1—O'A(egobg)'bgz
0 1 1 1
0 1 1 1
1 0 0 2
mit
1 1 1
llas|| = \/oalas,as) =1, also by = Taal a3 =5 2
3
2

Folglich bilden die Vektoren by, by, b3 eine Orthonormalbasis von (R?,04).



d) Mit

1 1
B — (b17b27b3) - 5 O
0

leistet die invertierbare Matrix
2
P=B"1'=1{0
0

das Gewlinschte.

20. In einem euklidischen Vektorraum V mit dem Skalarprodukt o wird fiir einen
Unterraum U C V' das orthogonale Komplement

Ut={veV|o(uv)=0 firale uecU}

betrachtet; dies ist wiederum ein Unterraum von V. Dabei gilt fiir Unterrdume
Uy, Uy CV mit U; C U; wegen

velU = o(u,v)=0 firalle ucU,
— o(u,v) =0 furalle ueU
U1CU2
— oveUf
schon () Uy C Uj. Somit ergibt sich fiir Unterrdume U, W C V dann:

a) Wegen
UCU+W und WCcU+W

gilt geméf (x)
(U+W)y cUu+ ud  (U+W)" Ccw,

zusammen also

U+W)y-cutnwt.
Fiir ,D% sei v € U+ N W+; damit gilt sowohl

veUt, also o(u,v) =0 firalle uweU,
als auch
veE W, also o(w,v) =0 firalle weW.

Fiir alle x € U + W gibt es nun v € U und w € W mit x = u + w, so dass
sich wegen der Linearitidt von ¢ im 1. Argument dann

o(z,v) =0c(u+w,v) =0(u,v)+o(w,v)=0+0=0

ergibt; damit ist aber v € (U + W)*.



b) Wegen
UNWCU  und UNnwCcw

gilt gemaf (x)
utcWnw)  und Wt (UNW)*,

zusammen also

Ut+wtcwunw)*.



