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5. a) Wegen
2-\ 4 5
Xar(A) = det(M — \E3) = _02 1_—4>\ _51 . =
2-X 4 5 2-X 4 5
'\ 0 -\ (=) aus III 1 0 1 Sarrus

=X [(2=-AN1=-XN+440)-(B(1-N+0+0)] =
= AN =3A+2+4-5+5A = A (N +2X+1);
fiir alle A € R ist
xu(A) = =2 =227 — )
das charakteristische Polynom der gegebenen Matrix M. Wegen

XA = A (W42 +1) = A (A +1)°

fiir alle A € R besitzt die Matrix M die beiden Eigenwerte Ay = 0 und
Ao = —1.

e Da \; = 0 die algebraische Vielfachheit o; = 1 besitzt, ist auch die
geometrische Vielfachheit v; = 1 und damit der Eigenraum Eig(M, \)
eindimensional.

e Da Ay = —1 die algebraische Vielfachheit ay = 2 besitzt, kommt fiir die
geometrische Vielfachheit 75 = 1 oder 75 = 2 in Frage; wegen

3 4 5 3 4 5 3 4 5
M-XNEs=|(0 2 1 ~ 0 2 1 ~ |0 2 1
—9 4 4 3 0 _451 _g I+ 21 00 0

ist
72:3—Rang(M—)\2E3):3—2:1,

damit ist auch der Eigenraum Eig(M, \y) eindimensional.



Folglich sind hochstens zwei Eigenvektoren der Matrix M, nadmlich ein Ei-
genvektor v; zum Eigenwert \; und ein Eigenvektor v, zum Eigenwert Ao,
linear unabhingig; damit existiert keine Basis von R? aus Eigenvektoren von
M, und folglich ist die Matrix M nicht diagonalisierbar.

Alternativ 148t sich auch unter Verwendung des Hauptsatzes {iber diagona-
lisierbare Matrizen wie folgt argumentieren: Da fiir den Eigenwert Ay = —1
die algebraische Vielfachheit ay = 2 nicht mit der geometrischen Vielfach-
heit v = 1 iibereinstimmt, ist die Matrix M nicht diagonalisierbar. Fiir alle
A e R gilt

—4-X 2 1
xa(\) = det(A—AEj)=| —18 8—x 3
6 2 1-2A
2-X 0 2-2) 1 0 1
= [-18 8=x 3 |2 (2-))-|-18 8—x 3
T+I1T aus I
6 -2 1-2A 6 -2 1-A
1 0 1 1 0 1
= (2=XN)-10 2=X 6-3)\ = 2-1%1]0 1 3
TI+4-3I11 6 _9 1— )\ aus I 6 —2 1— )\
o =N A=) == =27 (A= 1)

damit besitzt A die beiden Eigenwerte A; = 2 der algebraischen Vielfachheit
a; = 2 und Ay = 1 der algebraischen Vielfachheit ay = 1 (und damit auch
der geometrischen Vielfachheit v = 1). Wegen

-6 2 1 -6 2 1
A—MNEs=[-18 6 0 000
6 -2 —1) "™ \o 0o
1 1
ist auch die geometrische Vielfachheit v; = 2, und vy = [0 |, vo = | 3
6 0
ist eine Basis von Eig(A; A;); ferner ist wegen
-5 2 1 1 0 1 1 01
A= NEs=[-18 7 3| T 1o 1 3] " (o1 3
6 —9 o) T \g o o) A\ 4
—1
v3 = | —3 | eine Basis von Eig(A; ;). Insgesamt ist A reell diagonalisier-
1

bar, und vy, v, und w3 ist eine Basis des Vektorraums R® bestehend aus
Eigenvektoren von A.



-1 0 0 1 -1 0 0 1
-1 1 -1 1 -1, 1111 0 1 -1 0
A-1-E, -1 1 -1 1 1v+31 0 1 -1 0 II?:)II

3 0 —4 0 0 —4 0

-1 0 0 1 -1 0 0 1

. 0 1 -1 0 - 0 1 -1 0

0 0 0 OJmerv| 0 0 —4 0

0 0 —4 0 0O 0 0 O

ist
Rang (A—1-E;) =3 < 4;
folglich ist A\; = 1 ein Eigenwert der Matrix A mit der geometrischen Viel-
fachheit
m=4—Rang(A—1-E;) =1

Wegen
10 0 1 10 0 1
-1 3 -1 1 |m4rm+1 |0 3 —1 2
A-CED-E=t 0y 0 1 W o1 12 | T
3 0 —4 -1 0 0 —4 —4
10 0 1 10 0 1 10 0 1
. 01 1 2 01 1 2 . 01 1 2
03 -1 2 |Jm-s30|0 0 —4 —4|w-mm|0 0 —4 —4
0 0 —4 —4 0 0 —4 —4 00 0 O
ist
Rang (A — (—1)- Ey) =3 < 4;
folglich ist Ay = —1 ein Eigenwert der Matrix A mit der geometrischen
Vielfachheit

72 =4 —Rang (A — (—1) - Ey) = 1.
Fiir alle A € R gilt

—-A 0 0 1
-1 2—-X -1 1

xXa(A) = det(A—-A\E) = 11 1
30 -4 —2-)

A0 0 1

-1 2—-X -1 1

11 0 A—1 1-2X 0
3 0 -4 —2—-)



c)

-2 0 0 1
-1 2—X —1 1

= A—1)-
(A—1) aus III ( ) 0 1 -1 0

- 0 0 1

Spilte -1 1-X -1 1

TI+111 (A=1)- 0 0 -1 0

3 —4 -4 —2-—-)
—A 0 1

= A=1)-(=1)-|-1 1= 1

3. Zeile

3 -4 —2-2)
Y 0 1
= —A=1)-]A=11=X 0
e 3 4 —2-)\
-\ 0 1
= ~-A=1-A=11 -1 0
(A—1) aus II 3 4 92 )\
= A= [(M=2=N)+0—4) — (=3+0+0)]

= A=D1 (N+22+1) = A =1)%- (A+1)%.
Die Matrix A besitzt geméB b) wegen
xaAA) =0 <= A=1>-(A+1)°’=0 < A=1oder A= —1

genau die beiden Eigenwerte A\; = 1 und Ay = —1, welche gemiB a) jeweils
die geometrische Vielfachheit vy = 1 und ~5 = 1 besitzen. Damit gibt es
héchstens zwei linear unabhéngige Eigenvektoren der Matrix A, insbeson-
dere also keine Basis von R* aus Eigenvektoren von A; damit ist A nicht
diagonalisierbar.

Alternativ kénnte man auch mit dem Hauptsatz iiber diagonalisierbare Ma-
trizen argumentieren: geméafl b) besitzen die beiden Eigenwerte A; = 1 und
Ay = —1 jeweils die algebraische Vielfachheit oy = 2 und ay = 2, welche
damit nicht mit der in a) bestimmten geometrischen Vielfachheit v = 1
und v, = 1 iibereinstimmen; v; < g wie 75 < o zeigt, dal A nicht diago-
nalisierbar ist.

7. Die Matrix A € R3*3 besitzt genau dann die (vom Nullvektor verschiedenen)
Vektoren v;, v, v3 € R? als Eigenvektoren zu den Eigenwerten A\, Ao, A3 € R,

wenn
A-vp = A v, A-vy =Xy -0, A-vg= A3,
zusammengefaflt
A . (’Ul,UQ,Ug) = (A . Ul,A . ’UQ,A . ’U3) = (/\1 * U1, )\2 + Vo, )\3 . U3)7
also

() A-B=C



mit B = (Ul,?]g,’l)g) < RgXS und C = ()\1 + Uy, )\2 + Vo, )\3 : Ug) € RSX?), gllt, fir die
hier gegebenen Vektoren

2 -1 2
vn=\11], wvw=1 2 und vy = |1
-1 0 5

und Zahlen A\; =0, Ay =1 und A3 = —1 ergibt sich also

2 -1 2 0 —1 -2
B=|1 2 1|eR* ud C=[0 2 —1|¢cR¥>3
-1 0 5 0 0 -5
Wegen
2 -1 2[1 0 0 1 2 1/0 10
B|Ey)=| 1 2 1010 |~ 2 -12[100]|"2
—1 0 5001/ \ -1 0o 5/001/) "™
1 2 1/0 1 0 1210 10
~lo 501 20| ~ (010120 |2
0 2 6 1 1) G\ 260 11 )"0
2 1 2 1
L0 1lg 0 Lo 13 £ 0
2 =111 1 1 -
0062 L1/ 001 & & 1
1 00| 3 é —3
~ 010—1§ 5 (1) = (B3| B
ist die Matrix B € GL3(R) invertierbar, und es gilt
IO 10 5 -5
3. 8 6 1
B'=B=|-f 2 0 =30 —6 12 0 | € R¥?,
1 1 1
Folglich erhélt man
(%) A-B=C < A=C- B,
also
0 -1 =2\ , (10 5 =5 L[ 2 —14 10
A=10 2 -1 '3 -6 12 0 =3 —14 23 -5 | e R¥S.
0 0 -5 2 1 5 ~10 -5 -25

8. Fiir fest gewihlte Matrizen A, B € R?*? betrachten wir die Abbildung
FRY? SR™, X s A-X— X - B:

diese ist geméfl den Rechenregeln fiir das Matrixprodukt linear.



a)

Sei # € R? ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A € R und y € R?
ein Eigenvektor der zu B transponierten Matrix B' zum Eigenwert i € R,
es ist also

x:(xl)#o mit A-x=X-x
o)
und
y:<zl>§é0 mit BT y=yp-y.
2

Wegen x; # 0 fiir ein ¢ € {1,2} und y; # 0 fiir ein j € {1,2} ist
00
X = .yl = (191 b2
Y (33291 L2Y2 7 00

f(X) = A-X—X-B:A-(:U~yT)—(:1:-yT)-B
= (A-x)-yT—x-(yT-B):(A-:L‘)-yT—w-(BT-y)

= Na)y —x(uy) =x(zy")—p(zey")
= A X—p- X=0A-p)-X;

mit

T

damit ist X € R**? ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A — p.

Ist A € R ein gemeinsamer Eigenwert der Matrizen A und B, so ist wegen

xB(A) = det(B — AE3) = det ((B — )\EQ)T) =
= det(BT = AEJ) = det(BT —AEy) = x5 (A)

der Eigenwert A auch ein Eigenwert von B'. Nach a) ist A — A = 0 ein
Eigenwert von f, und damit gibt es eine Matrix O # C € R?*2 mit

f(C)=0-C=0,

also
A-C—-—C-B=0 bzw. A-C=C-B.



