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1. a) Die in Abhéngigkeit vom Parameter ¢ € R gegebene Matrix
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A,=10 1 0] eR¥3
c —1 0

besitzt das charakteristische Polynom

A c 1
Ye\) = det(A,—AE;)=|0 1-X 0
c e T

Laplace _1\242 . ) —A 1

2. Zeile (=1) (1=X) c —)\‘

= (1=N-((=N =) === (N =¢)

fiir alle A € R, wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiir ¢ < 0 ist ¢ mit g(\) = A? — ¢ > 0 fiir alle A € R eine quadratische
Funktion ohne (reelle) Nullstelle; damit zerféllt y. nicht vollstédndig in
(reelle) Linearfaktoren, so dafl A. nicht reell diagonalisierbar ist.

e Fiir ¢ = 0 ist x.(\) = —(A— 1) - A fiir alle A\ € R, so daB Ay = 0 ein
Eigenwert von Ag der algebraischen Vielfachheit ay = 2 ist; wegen
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ist Rang(Ag — \yF3) = 2, so dal Ay = 0 die geometrische Vielfachheit
Y9 = 3—2 = 1 besitzt. Wegen as # 75 ist A nicht reell diagonalisierbar.

e Fiir ¢ > 0 ist
Xe(N) = =(A=1)- (M = (Ve)?) = =(A = DA+ V) (A = Vo);
damit besitzt x. die Nullstellen

M =1 sowie do=—vc<0 und N3 =+/c>0.



Demnach besitzt die Matrix A, fiir
M#N <= 1#£c = c#1

drei verschiedene reelle Eigenwerte, ist also als 3 x 3-Matrix reell diago-
nalisierbar. Fiir ¢ = 1 besitzt die Matrix A; den Eigenwert Ay = A3 =1
der algebraischen Vielfachheit oy = 2 sowie den Eigenwert Ay = —1 der
algebraischen Vielfachheit ay = 1 (und damit auch der geometrischen
Vielfachheit 75 = 1); wegen
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1 -1 -1/ "™\ 0o o0 o0
ist Rang(A;—A E3) = 1, sodal A\; = —1 auch geometrische Vielfachheit
v1 = 3 — 1 = 2 besitzt. Damit ist die Matrix A; reell diagonalisierbar.

Fiir ¢ = 4 besitzt die Matrix Ay € R3*3 gem#f a) die drei verschiedenen
Eigenwerte A\ = 1, Ay = —2 und A3 = 2. Wegen

-1 4 1 -1 4 1 -1 4 1
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1
ist v1 = | —1 | ein Eigenvektor von A4 zum Eigenwert \; = 1, wegen
5
2 4 1 1y 2 4 1 2 01
Ay—=XBs=10 3 o % o 1 o)™ o 1 0
4 -1 2/ "o -9 0/ T N0 o0 o0
-1
ist vo = | 0 | ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert Ay = —2, und wegen
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ist v3 = | 0] ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert A3 = 2. Mit der
2
invertierbaren Matrix
1 —-11
P:(Ul,vg,’vg): —1 0 0 EGLg(R)
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und der Diagonalmatrix
1 0 0
D =diag(A1, Mo, \3) = [0 =2 0] e R¥®
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gilt dann P~1A4P = D.



2.

a) Wir betrachten einen Untervektorraum U eines euklidischen Vektorraums
(V, o) mit endlicher Dimension dim(V') < oc.

e Eine Basis by,...,b, von U heifit Orthonormalbasis von U, wenn die
Vektoren by, ..., b, beziiglich des Skalarprodukts ¢ normiert und paar-
weise orthogonal sind; fir alle 4, j € {1,...,r} mit i # j gilt also

e Ein Untervektorraum U~ von V heiit orthogonales Komplement von
U in V, wenn er ein zu U komplementérer und beziiglich des Skalar-
produkts o orthogonaler Untervektorraum von V ist; es gilt also

UsUt=V ud ULU.
Alternativ kann man auch
Ut ={veV|ulovfiralleuc U}

definieren.
b) Eswird nun der euklidische R* mit dem Standardskalarprodukt o betrachtet.

e Die beiden gegebenen Vektoren v;, vy € R* sind geméif
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orthogonal, so daf} der erzeugte Untervektorraum U = (v1, v;) C R* die
Orthonormalbasis
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besitzt. Mit der Hilfsmatrix B = (vi, vo) € R*? gilt ferner

Ut={zeR'|B'z=0},

und wegen
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ecine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U in R*; wir unter-
werfen diese dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren
und erhalten
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so daf bs, by wegen (bs, bs) = (v3,v,) eine Orthonormalbasis von U ist.
Insgesamt ist by, bo, by, by eine Orthonormalbasis von (R?, o).
Fiir die Spiegelung sy : R* — R* am Untervektorraum U C R* gilt

su(by) =by und sp(be) =by fiir by, by €U

sowie
sy(bs) = —bs und sy(by) = —by fiir by, by € U,
fiir die Abbildungsmatrix A € R*** von sy gilt demnach
A-by=b;, A-by=0by sowie A-b3=—bs, A-by=—by,
und mit den beiden Hilfsmatrizen
P = (b1,ba,b3,bs) € O4(R) und @ = (b, ba, —b3, —bs) € O4(R)
ergibt sich
A-P=A-(b,by,b3,by) = (A-by,A-by, A-b3, A-by)
= (b1, bz, —b3,—bs) = Q,

also
A= Q- Pt = P’ =
Pe0y4(R)
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3.

a) Eine quadratische Matrix A € R™*"™ heifit

e orthogonal, wenn A - AT = E, = AT . A gilt; es kann auch die dazu
aquivalente Eigenschaft, dal die Spalten von A eine Orthonormalbasis
von (R™, o) bilden, zur Definition erhoben werden.

e orthogonal diagonalisierbar, wenn es eine orthogonale Matrix P € O,,(R)
und eine Diagonalmatrix D € R™*" mit PTA P = D gibt; es kann auch
die dazu &quivalente Eigenschaft, dafl es eine Orthonormalbasis von
(R™, o) aus Eigenvektoren von A gibt, zur Definition erhoben werden.

b) Da A € R™" orthogonal diagonalisierbar ist, gibt es eine orthogonale Matrix
P € O,(R) und eine Diagonalmatrix D € R™ "™ mit

P'AP = D, also A=PP'"APP' =PP'APP" = PDP';
S~~~ —
=FE, =F, =D
wegen
AT = (PDPT) = (P)T DT PT = PDPT = 4
=P =D
ist die Matrix A symmetrisch.

c) Da die Matrix A € R™" symmetrisch ist, ist sie geméafl dem Satz iiber die
Hauptachsentransformation orthogonal diagonalisierbar, es gibt also eine
orthogonale Matrix P € O, (R) und eine Diagonalmatrix D € R™*" mit

PTAP = D, wie in b) also A= PDP';

dabei ist D = diag(Aq, ..., A,) mit den Eigenwerten Ay, ..., A\, von A. Da A
nur die Eigenwerte —1 und 1 besitzt, gilt A = ... = A2 = 1 und damit

D-D" = D-D=diag(\},...,\?) =diag(l,...,1) = E,,

DT=D

so daB die Matrix D € O,(R) orthogonal ist; folglich ist aber die Matrix A
als Produkt der orthogonalen Matrizen P, D und P" ebenfalls orthogonal.

a) Im euklidischen Raum (R3, o) sind die Punkte

1 1 2
a=|-3|, b= 1], c=1|-3 und d =
1 -5 -2

L = Ot

sowie die von a, b und ¢ aufgespannte Ebene F zu betrachten.

e Die Ebene F besitzt den Triagerpunkt a sowie die beiden (offensichtlich
linear unabhéngigen) Richtungsvektoren

0 1
uy=b—a=1\ 4 und u=c—a= 1,0 |,
—6 -3



also die Parameterdarstellung £/ = a + R - u; + R - uy; damit ist

0 1 —12 6
wmXu=\|4|x| 0 ]|]=1| -6 bzw. u= 1|3
—6 -3 —4 2

ein Normalenvektor von F, und wir erhalten fiir £ die Gleichung

UOTr =uoa bzw. 6x1+3x9+ 223 =—1.

e Wegen ||u|| = v49 = 7 und uoa = —1 < 0 besitzt £ die Hessesche

Normalform
6$1+3l’2+21’3+1 .

-7
und als Abstand von d zu E ergibt sich damit

E

0,

dist(d, E) = — Zl=-7=7.

6~5+3.4+2-3+1‘_‘49
=7

e Wegen dist(d, E') geméf b) besitzt jeder Punkt der Ebene F und damit
jeder Punkt einer Geraden g C E von d mindestens den Abstand 7, so
dafl damit dist(d, g) > 7 gilt; folglich kann die Ebene E keine Gerade g
enthalten, von welcher der Punkt d den Abstand 5 besitzt.

In der euklidischen Ebene (R?, o) sind die Punkte

w=(5) =) man=() == (3)

gegeben. Wir ermitteln zunéchst im ersten Schritt die notwendige Gestalt
der Drehmatrix D € R?*2 und eines Vektors t € R?, so dafi die damit
gegebene Drehung

d:R* =+ R?* dz)=D z+t,

die geforderten Eigenschaften d(a;) = b; und d(ay) = by besitzt, und iiber-
priifen dann im zweiten Schritt, ob die gefundene Abbildung auch tatséchlich
das Gewiinschte leisten. Wegen

(o) o () (3)

ergibt sich durch Differenzbildung die notwendige Bedingung

ps) = ()

es ist D eine Drehmatrix, also gilt

D— (C.OS @ —sin go)
sing  cosp



fiir ein geeignetes ¢ € R, und wegen

(I) 4dcosp — 3sing = 5
(I)  4sinp + 3cosp = 0

ergibt sich iiber 4 - (I) + 3 - (IT) bzw. (=3) - (I) +4 - (I) dann

25 cosp =20 bzw. 25 sinp = —15,
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in Frage. Wir iiberpriifen nun, ob die in Frage kommenden affine Abbildung
die gewiinschten Eigenschaften besitzt: Die affine Abbildung d : R? — R2,

d(x) =D -z +t, mit
2x2 —1 2
>€R und t:<1>ER

beschreibt wegen D € Oy(R) und det(D) = 1 eine Drehung der euklidischen
Ebene R?, und es gilt

also cos p = £ und sin p = —%. Somit kommt nur
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und
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Damit gibt es genau eine Drehung mit den gewiinschten Eigenschaften. Fiir
das Drehzentrum z der Drehung d ergibt sich
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