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1. a) Esist
1 -2 1 1 -2 1
A-XN-By=(-2 4 2" (0o 0o o],
~1 2 -1/ "™ \o o0 o0
also

Rang(A — A - E3) =1 < 3;

damit ist A = 3 ein Eigenwert von A, und fiir den Eigenraum ergibt sich

2 —1
Eig(A; ) =R u; + R - uy mit w; = |1 und ue =1 0
0 1
b) Esist x # 0 mit
4 -2 1 —1 -7 —1
Ae=-2 7 2y (2]=(1a]=7-{2]:
-1 2 2 1 7 1

damit ist z € R? ein Eigenvektor von A zum Eigenwert p = 7.

c¢) Gemif a) sind u; und wuy linear unabhéingige Eigenvektoren von A zum
Eigenwert A = 3, und geméifl b) ist x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
p = 7; damit sind w;, uy, x linear unabhingige Vektoren in R3, wegen
dimR3 = 3 also schon eine Basis von R? aus Eigenvektoren der Matrix A.
Folglich ist A reell diagonalisierbar, und mit der invertierbaren Matrix

1 -1
0 2 | €GLsy(R)
11

P = (uy,us, x) =

S = N

und der Diagonalmatrix

D =diag (A, A, p) =

oo w
o wo
N o o
m
7
w
X
w

ergibt sich die Beziehung P~'AP = D.



2. Die in Abhéngigkeit vom reellen Parameter a € R gegebene Matrix

0 —a 0
M,=11 a+1 0 e R3*3
0 1 a+1

besitzt zunachst die Determinante

0 -—a 0
det M, =11 a+1 O = (0+04+0)—(0+0—-a(a+1)) =ala+1),
Sarrus
0 1 a+1

und wir erhalten
M, invertierbar <= det M, #0 <= a € R\ {-1,0}.

Ferner besitzt M, das charakteristische Polynom

—A —a 0
Xa(A) = det(M,—AE3)=|1 a+1-—2A 0
0 1 a+1—M\
La}iace _1)3+3 . ) —A —a
3. S;alte 1) ((I +1 )\) ‘ 1 a+1— A

= (a—l—l—)\)-(—/\(a—i-l—)\)—(—a))
= (a+1=X)-(NV=(a+1)A+a)
—(A—(a+1)-(A=a)-(A-1)

Vieta

fir alle A € R; damit zerfillt x,(\) komplett in Linearfaktoren, und fiir die
Nullstellen
)\1:a—|—1, )\2:(1, )\3:1

gilt stets Ay # Ay sowie
AM=A3 <= a=0 und )\2:)\3<:>CL:1,
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiir a € R\ {0, 1} besitzt M, die drei (paarweise) verschiedenen Eigenwerte
A1, A2, Az und ist damit als 3 x 3—-Matrix diagonalisierbar.

e Fiir a = 0 besitzt My den Eigenwert \; = A3 = 1 der algebraischen Viel-
fachheit oy = 2; wegen

-1 0 0 100
My—1-E5=111 0 0]~1010
0 10 000

ergibt sich die geometrische Vielfachheit
’yl:3—Rang(M0—1-E3):3—2:1,

und wegen 7, # « ist My nicht diagonalisierbar.



e Fiir a = 1 besitzt M; den Eigenwert Ay = A3 = 1 der algebraischen Viel-
fachheit as = 2; wegen

-1 -1 0 1 10
My—1-Es5=1 1 0|~ {011
0 1 1 000

ergibt sich die geometrische Vielfachheit
72 =3 —Rang(M; —1-FE3) =3—-2=1,
und wegen 7, # o ist M; nicht diagonalisierbar.

Zusammenfassend ergibt sich

Matrix M, dlagonahslerbar .
Ja nemn
invertierbar —3% ¢ eRN{=1,0,1} Ja=1
nein a=—1 a=0

3. a) Die in Abhéngigkeit vom Parameter ¢ € R gegebene Matrix

0 00
A,=11 0 1| eR*>3
2¢c ¢ 0O

besitzt das charakteristische Polynom

-A 0 0
xa,(N) =det(A—AE3)=|1 =X 1] = =X 4+chA=-\XN—-0)
92 c Y Sarrus

fiir alle A € R; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung;:

e Fiir ¢ < 0 ist ¢ mit g(\) = A\ — ¢ fiir alle A € R eine quadratische
Funktion ohne (reelle) Nullstellen; damit ist Ay = 0 der algebraischen
Vielfachheit oy = 1 der einzige Eigenwert von A..

e Fiir c = 0ist ya,(\) = —\3 fiir alle A € R; damit besitzt Ay den einzigen
Eigenwert A\; = 0 der algebraischen Vielfachheit oy = 3.

o Fiir ¢ > 0ist x4, (A\) = =XA(A — /) (A + V/¢) fiir alle A € R; damit
besitzt A, die drei verschiedenen Eigenwerte A\; = 0, Ay = /¢ > 0 und
A3 = —y/c < 0 jeweils der algebraischen Vielfachheit ay = ap = a3 = 1.

b) Wir treffen dieselbe Fallunterscheidung wie in a) und erhalten:
e Fiir ¢ < 0 zerfillt das charakteristische Polynom x4, nicht in (reelle)
Linearfaktoren; damit ist A, nicht (reell) diagonalisierbar.
e Fiir ¢ = 0 ist Rang(Ay — A\ E) = Rang(A4y) = 1, und damit ist Ay = 0
von der geometrischen Vielfachheit v; = 2; wegen v, < ay ist Ay nicht
diagonalisierbar.

e Fiir ¢ > 0 besitzt A, drei verschiedene Eigenwerte und ist daher als
3 x 3-Matrix diagonalisierbar.



Fiir ¢ = 4 besitzt die Matrix A4 geméf a) die drei verschiedenen Eigenwerte
)\1 = 0, )\2 = 2 und )\3 = —2. Wegen

0 00 1 01 1 0 1
Ag=MEy={10 1| = (21 0| ~ [0 1 -2
8 4 0) " \g 0 0o/ " \0 0 0
-1
ist v; = | 2 | €R3 ein Eigenvektor von A4 zum Eigenwert \; = 0, wegen
1
-2 0 0 _ -2 0 0 i (1 00
Ay —XBE3=1| 1 =2 ~F -2 1 2 0 -2 1
g 4 o\, 4 om0
0
ist v = | 1 | € R3 ein Eigenvektor von A4 zum Eigenwert \, = 2, wegen
2

0
ist v3 = | =1 | € R? ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert A3 = —2. Mit
2
der invertierbaren Matrix
-1 0 0
P= (U1,U2,U3) = 2 1 -1 S GLg(R)
1 2 2
und der Diagonalmatrix
0 0 O
D =diag(A1, Mo, A3) = [0 2 0 | e R¥®
0 0 —2

ergibt sich damit P~'A,P = D.
Der gegebene Endomorphismus
@ R¥>2 S RP>*2 p(A)=A+ AT,

des Vektorraums R?*2 aller 2 x 2-Matrizen besitzt beziiglich der Basis

10 0 1 00 00
pe(on) (o) me(n) 2o (0)

von R?*? wegen

10 10 2 0



01 0 0 01
5= () (0D (0 ) <ormsrmennson
0 0 0 1 01

0 0\, (00 0 0
@(&)—(O 1)+(0 1)—<0 2)—0-Bl+0-Bz+O-Bg+2-B4

die darstellende Matrix

c R4><4

oo o
O = = O
O = = O
N O OO

Die darstellende Matrix M € R*** von ¢ ist gem# M " = M symmetrisch
und damit insbesondere diagonalisierbar; folglich ist auch der Endomorphis-
mus ¢ diagonalisierbar. Genauer gilt: wegen

2-A 0 0 0
0 1-XA 1 0
Xu(A) = det(M —X-Ey) = | 1 1=XA 0 |1z
0 0 0 2-2)
-2 1 0
o ! NI T S T

0 0 2—-A
— 2= N2 [1=A2 =17 = (2= 07 [2= N (=N] = =A- 2=V

fiir alle A € R besitzt M den dreifachen Eigenwert A\; = 3 und den einfachen
Eigenwert Ay = 0; wegen

0O 0 0 O 01 -1 0
0O -1 1 0 00 0 O
M=M-Ec=1g 1 10| oo o o
0 0 0 0 00 0 O
ist
1 0 0
10 |1 10
U = 0 ) Uy = 1 ’ Uz = 0
0 0 1
eine Basis des FEigenraums Eig(M, A1), und wegen
2 0 00 2000 0
01 10 01 10 . -1
M=-Ei=1g 1 10[" 000 2| B “=|,
00 0 2 00 00O 0



eine Basis des Eigenraums Eig(M, \y). Folglich sind u;, ug, us, uy eine Basis
von R* aus Eigenvektoren von M, so dafl

1-Bi+0-By+0-B3+0-By =

O =
o O
N———

0-By+1-By+1-B3+0-By =

_ O
S =
N—

0-B1+0-By+0-Bs3+1-By =

0-Bi+(—1)-By+1-B3+0-B, =

S~ N~ N~ N~
—_ o OO

|)—‘O
A e
~~_

eine Basis von R?*? aus Eigenvektoren von ¢ ist.

a) Fir die gegebenen Vektoren

1 1 ) )
V1 = 0 , Uy = 1 , W = 3 , Wo = 41 € ]R3
—1 1 1 3

damit sind vy, vy linear unabhéngig mit
wy =201+ 3 vy und wy =1-v1+4- vy,

insbesondere also eine Basis von V' = (vy, vg, wy, wy).

b) Da vy, vy eine Basis von V sind, gibt es nach dem Prinzip der linearen Fort-
setzung fiir jeden Vektorraum V’ und jede Wahl von v}, v}, € V’ genau eine
lineare Abbildung f: V — V' mit f(v;) = v} und f(vy) = vj; insbesondere
existiert genau ein Endomorphismus f : V — V von V mit f(v;) = w; und
f(vg) = wy. Wegen

flvr) = wi = 2-v1 + 3-vy . (21 2%2
Vo = Wy = 1"01 + 4'1)2 ist M= 3 4 €R
f(v2)

die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis vy, v von V.

c) Wegen

XM()\):det(M—/\Ez):‘Z_/\ ' ‘:

34—\
=2-N@A—-N-3=XX-671+5=A-1)(A=5)



fiir alle A € R besitzt M die beiden einfachen Eigenwerte A\ = 1 und A\ =5
und ist damit als 2 x 2-Matrix insbesondere diagonalisierbar; wegen

11 A -1
M_ME?_(?, 3>nf§.1(o 0) 1ot “1_(1>

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert A\; = 1, und wegen

~3 1 —3 1\ 1
M_AZEQ_(:s —1)111”11(0 0) ot “2_<3>

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert Ay = 5. Folglich ist auch der Endo-
morphismus f von V diagonalisierbar, und

0 4
bi=(-1)-vy+1-vp= 11 und by=1-v,+3 v,= |3
2 2

ist eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f.
Die gegebene Matrix

(3 2 -1
A:§ —2 6 2 | eRrR¥>
-1 2 3

ist gemdB A" = A symmetrisch, mithin orthogonal diagonalisierbar. Wegen

L (3-2 -2 -l
A-1-By=g| -2 6-2 2 |~
1 2 3-2

ist Rang(A — 1- E5) = 1 < 3; damit ist \; = 1 ein Eigenwert von A der
(algebraischen wie geometrischen) Vielfachheit 3 — Rang(A — 1 - E3) = 2,
und die Vektoren

2 1
vn=\1], v,=10] eR3
0 1

bilden eine Basis von Eig(A; A\; = 1). Damit besitzt A einen weiteren Eigen-
wert Ao der (algebraischen wie geometrischen) Vielfachheit 1 mit

Eig(4; A\2) = Eig(A4; M)
folglich ist der Vektor

2 1 1
vs=v; xv=|1]x|0]=|-2] eR?
0 1 -1



eine Basis von Eig(A; A2), und wegen

(3 2 -1 1 L8 1
Aog=o (=2 6 2 |- (=2)=5|-16)=4-|-2| =40,
-1 2 3 ~1 -8 ~1

ergibt sich A\, = 4.
Wegen Eig(A; \;) = Eig(4; \o)* ist

1 1 2
Vi=vyxvg= 0] x|-2]=] 2] eR?
1 —1 -2

ein (auf vy senkrecht stehender) Eigenvektor von A zum Eigenwert A;, und
folglich bilden
LS 1 by 2 1 (1) py— 02— 1 12
1= 707 = —F= s )= T = ——= , g = — = — —
- v Tl ~ V3 Fosl ~ V6 \

eine Orthonormalbasis von (R3, o) aus Eigenvektoren von A. Mit der ortho-
gonalen Matrix

L (V2 VB
P:(bl,bg,bg)ZT V2 0 —2] €03(R)
\-v2 v3 -1
und der Diagonalmatrix
100
D =diag(A\, A\, A3) = [0 1 0] e R¥®
00 4

erhilt man somit, dal PTA P = D Diagonalgestalt besitzt.
Fiir die Matrix

1
F = diag(v/M1, VA, V) = [ 0

0
0 c R3><3
2

gilt 2 = D, so da8B sich fiir die Matrix B = PFPT € R**® damit
B*=(PFP")? =PF?’P" = PDP" = P(P'TAP)P"T = A
ergibt; dabei ist

L (V2 VB 1o oy V2 V3 1Y
B = —|+v2 0 =2]-l010]-—| V2 0 =2
i\ 3 v (002 VE\_vz V3 1



Die Aussage ist (sogar fiir beliebiges n € N) wahr: ist ndmlich A € O, (R)
orthogonal, so gilt nach Definition A" A = E,,, mit dem Determinantenmul-
tiplikationssatz also

1 =det(E,) = det(ATA) = det(A") det(A),
woraus wegen det(AT) = det(A) schon
1 =det(A") det(A) = (det(A))”

und damit det(A) = 1 oder det(A) = —1 folgt.

Die Aussage ist (sogar fiir beliebiges n € N) wahr: ist ndmlich A € O, (R)
orthogonal, so gilt nach Definition AT A = E,; ist nun A\ € R ein Eigenwert
von A, so gilt

Arx =)z fir ein 0 # 2z € R",

woraus

tx=a"E,x=1a' (ATA) T = (.TTAT) (Ax) =
= (A2)" (Az)=(\2)" (Aa) =21 (a"x),

wegen x'z > 0 also 1 = A\? und damit A = 1 oder A\ = —1 folgt.
Die Aussage ist falsch: die Matrix

_ 0 -1 22
A_(l 0>€R

(0 )0 -e

orthogonal, besitzt aber wegen

ist wegen

=(=N2=(=1)-1=X+1>0

A1
Xa(A) = det(A — AEp) = ‘_1 _A‘

fiir alle A € R keinen (reellen) Eigenwert.

Die Aussage ist (sogar fiir beliebiges n € N) wahr: ist ndmlich A € O, (R)

orthogonal, so gilt nach Definition AT A = E,,; damit ist A invertierbar mit
A7l = AT,
Die Aussage ist falsch: die Matrix A € Oy(R) von c¢) ist orthogonal, wegen

0 1 0 -1
AT:<—1 o)7é<1 O):A

aber nicht symmetrisch.



8.

a) Zu betrachten ist die durch o(z,y) = 2" - A -y fiir alle z, y € R® mit

A= € R>3

O ==
O N =
w o O

definierte Bilinearform des R?; zuniichst ist wegen AT = A die Matrix A
und damit auch die Bilinearform ¢ symmetrisch. Da die drei Hauptminoren

det(A;) =det(1) =1 >0,

11

det(Ay) = det <1 5

):2—1:1>0,

110
det(As) =det {1 2 0| =(64+0+0)—(04+0+3)=3>0
00 3

positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die symme-
trische Matrix A und damit auch die Bilinearform o positiv definit; folglich
ist o ein Skalarprodukt auf R?. Mit der Bezeichnung A = (a;;);; gilt dabei
(x)  oleie)=¢ -A-ej=ay
fir alle 4, j € {1,2,3}; dies geht in den folgenden Rechnungen mehrfach ein.
b) Wegen
leille = Voler,en) 5 Vi=1

und

H€2Ha =V 0(62762) (f) \/5

ergibt sich

o(er,es) 1 _1\/5

el - llezlle @ 1-v2 2

und damit < (e1,ez) = § bzw. < (e1,e2) = 45°.

cos (<, (e, e2))

c) Wir wenden auf die Standardbasis

0
ea=11], €3 =
0

€1 —

O O =
_ o O

von R? das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren beziiglich
des Skalarprodukts ¢ von a) an und erhalten im ersten Schritt

a; = e, mit a1l = Volar,ar) 5 Vi=1

*

und damit

—_

1

larllo

e}

b1: a; = s

e}



im zweiten Schritt

0 1 -1
agzeg—O(eg,bl)'blz 1 —1- 0 = 1
) \o 0 0
mit
1 10 —1 0
o(azg,az) = (-1 1 0)- (1 2 0 1 |=(-110-|1]=1,
00 3 0 0
also |las||, = v/o(az,az) = 1, und damit
-1
1
b2 = — Q9 = 1
fazll- .
sowie im dritten Schritt
a3 — €3 —0(63,b1) 'bl —0'(63,62) 'bg (T)
0 1 -1 0
=101 —-0-10] —=0- 1 =10
1 0 0 1
mit
lazlle = olas, a3) (j) V3
und damit

S P I
3 = — a3 = ——
Z VA

Damit sind by, by, b3 eine Orthonormalbasis von (R?, o) mit (b;) = (e;) und
(b1,b2) = (e1, e2).

Zu betrachten ist der von den beiden gegebenen Vektoren

U = und Uy =

= N O

aufgespannte Unterraum U = (uy, up) im R*; dazu sei B = (uy, up) € R¥*2,
Das orthogonale Komplement U+ von U im euklidischen R* (versehen mit
dem Standardskalarprodukt o) stimmt mit dem Losungsraum des homo-
genen linearen Gleichungssystems B' - # = 0 mit der Koeffizientenmatrix
BT € R*** iiberein. Dementsprechend bilden wegen

BT—0244«~>2_210«»—>2054
_4—420%19%1101221+2110122



die beiden Vektoren

-5 -2
—4 -2
w =, und w2= |
0 1

eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U im R*.

Fiir das Erzeugendensystem wy, ug von U mit ||u;|| = 6 und ||us|| = 6 gilt
upoug=0-4+2-(-4)+4-2+4-0=0

also u; L usy; folglich bilden die normierten Vektoren

0 2
1 111 1 1]-2

v = — U1 = — Vo = U = —
U B 2 N 7 I B I
2 0

eine Orthonormalbasis von U. Ferner unterwerfen wir die Basis wsy, w; von
U+ dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten

—9 5
—9 ‘ i 5
ay; = wy 0 mit |ai|| =3, also b = ol o=, |
! 1
und damit
_5 _9 1
—4 18 1 -9 0
az:wl—(wlobl).blz 5 35 ; . )
0 1 _9
mit
-1
1 1 0
laz|| =3, also by = Oy = = ’
||a2|| 2
-2

damit ist by, by eine Orthonormalbasis von U~ .

Eine reelle Matrix A € R™" ist genau dann symmetrisch, wenn sie ortho-
gonal diagonalisierbar ist, es also eine Orthonormalbasis von (R", o) aus
Eigenvektoren von A gibt; es ist hier n = 4.

In a) wird U+ als orthogonales Komplement von U in R* konstruiert, und
in b) werden vy, vy bzw. by, by als Orthonormalbasis von U bzw. U L berech-
net; damit ist vy, vs, by, by eine Orthonormalbasis von (R*, o), die nun aus
Eigenvektoren von A zum Eigenwert —1 bzw. 2 bestehen soll.



Mit der orthogonalen Matrix

0o 2 -2 -1
111 -2 =2 0
P:(U17U27b17b2):§ 2 1 0 ) 604(R)
2 0 1 =2
und der Diagonalmatrix
-1 0 0 0
el 1 0 =100 Axd
D = diag(—1,—-1,2,2) = 0 0 2 0 eR
0O 0 0 2
ergibt sich PTAP = D, also
0o 2 -2 -1 -1 0 0 0
11T -2 =2 0 0 -1 0 0
_ T _ 1 pT
A=PDP =513 1 0 2 o 0o 20| "
2 0 1 =2 0O 0 0 2
0 -2 —4 =2 0o 1 2 2
-1 2 -4 0 112 =21 0
- 31-2 -1 0 4 31-2 =2 0 1
-2 0 2 -4 -1 0 2 =2
6 12 -6 0 2 4 =2 0
_ 112 3 o —-6]_114 1 0 -2
~9(-6 0 3 -—12f 3[(-2 0 1 -4
0 -6 —12 6 0 -2 —4 2
10. a) Die Matrix
1 6 —2 3
Si==-1-2 3 6 | eR¥™
3 6 -2

ist wegen S| S; = Es3 orthogonal und wegen S| = S; symmetrisch. Damit
beschreibt die Abbildung s; : R® — R3, s;(z) = S - x, die Spiegelung am
Eigenraum Eig(Si;1) von S zum Eigenwert 1; wegen

1 -1 -2 3 -1 -2 3
S1—1-E3= - -2 -4 6 |~(0 0 O
3 6 -9 0 0 0

ist also s; die Spiegelung an der Ebene F; : —x; — 229 + 323 = 0.
b) Die gegebene Ebene

1 0
EQIR'U1+R'U2 mit Uy = 1 und Uy = 1
0 1



besitzt das orthogonale Komplement

EQL:]R-ﬁ mit V=1uU X Uy =

und folglich die Darstellung

1 0 1
wm=[1]x|1]=|-1
0 1 1

EQ:{xER3|x1—m2+m3:0}.

Fiir z € R3 betrachten wir die Zerlegung

r=_u +_u mit U=A-v fir ein A € R,
—
S5 EE2l
woraus wegen
ZL’l—)\
u=r—ANv=|z2+A]| € E,
1’3—>\
zunéchst
1
(1 —A) = (w2 + A) + (23 — ) =0, also )\:§<$1—x2+$3),

folgt. Somit ist

1
3

2 2
T+ 51‘2 — 33
2

1
31’1—|—§l'2+§l'3
2 2 1
——3x1+—3x2+—3$3

1)

Sp(r) = u—u=(x—-XN0)=XN-V=x-2\-0
ZL‘1—§(ZL‘1—ZE2+£L‘3)'1
= $2—§($1—1’2+l’3)'(—
1'3—%($1—.T2+x3)'1
) 1
= Sy-x mit 52:5

1 2 -2
2 1 2 | eR¥3,
-2 2 1

c) Fiir die Komposition d = sy 051 : R? — R? d(z) = S - x, gilt

1 1 2 -2 1 6 —2 3
S=58-8 = =2 1 2 |- 5 -2 3 6
-2 2 1 3 6 =2
1 -4 -8 19
= 57 16 11 8 | e R¥3;
—-13 16 4
wegen ST S = Ejy ist S orthogonal, so dal d wegen
—4 -8 19 a1 -4 -8 19 "
det(S) = =16 11 0 21 s M
21 13 16 4 m+21 21 91 @ 49| 2avs I
912 -4 =8 19
= —— |0 -1 4|==—-((8+32+0)—(19+0+0)) =1
28| 4 o 21




11.

eine Drehung beschreibt. Wegen

| (421 =8 19 —-25 -8 19
S—1-E5 = o1 16 11 -21 8 ~ | 16 =10 8
—13 16 4—-21 -13 16 —17
-9 —18 27 iy (12 3
ol -0 8] 2 [8 -5 4
s 6 -9 M\ 2 -3
1 2 =3 12 =3 10 —3
S fo 21 28 ) o~ 01 =4 ~ 01—
N0 o/ =Moo o) \o o0 o
1
ist R- | 4| die Drehachse von d, und fiir den Drehwinkel o € [0, 7] gilt
3
—4)+11+4 11 5
2cosa+1:Spur(S):()%:ﬁ, also oSO = —o.
Wir betrachten eine Drehung im euklidischen Vektorraum (R?,0) mit der
1
Drehachse R- | 1 | und dem Drehwinkel ¢ mit cos ¢ = g Wir ergénzen den
0
normierten Richtungsvektor
1 1 1 1 0
bh=—1(1 durch by = — | —1 und bs=10
V2 o V2 \ o 1

zu einer Orthonormalbasis von (R?, o). Bei der zu betrachtenden Drehung
bleibt b; als Punkt der Drehachse fest, wiahrend sich die Wirkung dieser
Drehung um den Winkel ¢ mit cos¢ = 2 (und damit sing = £3) in der
von by und by aufgespannten Lotebene niederschlégt; fiir die darstellende

Matrix M dieser Drehung beziiglich by, b, b3 ergibt sich damit

08 e ) e
M = mlt D = 1 3 ) bZW. D = ( 4
0 D, TG s T\

also

[SA[SS TN
N——

10 0 1 0 0
M=1[0 2 —2]cO0s(R) bzw M=1[0 2 § € 03(R).
0o &2 3 0o —2% 3
5 5 5 5
Mit der orthogonalen Matrix
1 1 1 0
P =(by,by,b3) =— |1 =1 0 | € O3(R)
V2o 0 2



12.

a)

gilt fiir die Abbildungsmatrix A dieser Drehung dann M = PTAP, also

L (110 L (>0 0 L (110
A:PMPT:—l—l 0 -503—4 — 11 =1 0
V2 0 0 4 3 V2 0 0 2
IR L
5v2 | 4\/’ 3\/5 V2 0 0 V2
. 8 —4+/2
== E 2 8 4 2 603
43V2  —4y2
beziehungsweise
L8 2 —42\ X 8 2 42
A=—| 2 8 42 | =—| 2 8 —4v2] € O3(R).

10 4V/2 —4v2 6 10 42 42 6

Orthogonale Abbildungen f : R® — R mit fo fof = idgs und f(v) = v sind
neben der Identitét idgs auch die beiden Drehungen mit dem Drehwinkel
Y= i%ﬁ und der Drehachse R-v; wir haben zu zeigen, dafl es keine weiteren
Abbildungen mit dieser Eigenschaft gibt.

Wir betrachten dazu eine orthogonale Abbildung f : R? — R3, f(z) = A-x,
mit fo fof=idgs und f(v) = v; damit ist zundchst die Abbildungsmatrix
A € 0O3(R) orthogonal. Die Komposition fo fo f hat die Abbildungsmatrix
A3, und die Einheitsmatrix 5 ist die Abbildungsmatrix der Identitit idgs;
damit gilt A®> = Es, und es ergibt sich

1 = det(E3) = det(A%) = (det(A))*,  also  det(A) = 1.

Wegen A € O3(R) und det(A) = 1 beschreibt f eine Drehung in (R3,0),
wobei wegen f o f o f = idgs als Drehwinkel nur ¢ = 0 mit f = idgs sowie
Y= j:%7r in Frage kommen; wegen f(v) = v ist R - v die Drehachse von f.

Die in Abhéngigkeit vom Parameter o € R gegebene affine Teilmenge

1 a 11—«
E,=|la|l|+R|1+a|+R|a—-1] CR?
0 Qo —Q

besitzt den Tragerpunkt

1
ta=|a| eR?
0
sowie den von den beiden Vektoren
«Q 11—«
Vo= |1+« und wy,=|a—-1] eR?

(% —



aufgespannten Richtungsraum U, = (v, w,). Fiir jedes o € R gilt

‘1—!—@ oz—l'
a -«
Q -« 1
Uy = Vg XWe=|1+a| x|la—-1]= _e e
N 4 a -«
a l1—-«
1+« oz—l‘
(—a—a?) - (a? — a) —2a?
= —(—a?—(a—a?)) | = a € R?,
a?—a)—(1-a?) 202 —a—1

und wegen u, # 0 sind die beiden Richtungsvektoren v, und w, linear
unabhéngig, also eine Basis von U,; folglich ist dim(U,) = 2, folglich also
E,, eine Ebene.

b) Die gegebene Ebene

1 0 1
E=|0]+R|1]+R|-1] CR?
0 1 0
besitzt den Tragerpunkt
1
t=|(0] eR®
0
sowie die beiden (offensichtlich linear unabhéngigen) Richtungsvektoren
0 1
u = |1 und uy = | —1] e R
1 0
damit besitzt £ den Normalenvektor
0 1 1
U= Up X Uy = 1 X -1 = 1 S ]RS
1 0 -1

und damit die Gleichung
uox=wuot bzw. x1+x9—x3=1.

Ferner besitzt geméf a) fiir jedes a € R die Ebene E, den Normalenvektor
Uq sowie den Tragerpunkt ¢, und damit die Gleichung

Uy 0T = Uy 0ty bzw. —20°m+amy+ (20 —a—1)13=—a’.

Ein Punkt x € R?® liegt nun genau dann im Schnitt £ N E, der beiden
Ebenen F und F,, wenn er beiden Gleichungen geniigt, also Losung des
inhomogenen linearen Gleichungssystems

Ty + To + (—1)133 = 1
—2a%r; + axy + aP-a—-1)z3 = —«



ist. Mit der erweiterten Koeffizientenmatrix ergibt sich

1 .
Oé2 ’

1 1 -1 1 — 1 1 —1
—2a® a 2a2—a—1|—-a? Ju2ea1\ 0 2624+a —a—1

wegen
20 +a=0 < 2a(a+3)=0 < ac{0,-1}

und
—a—1=0 << a=-1

besitzt die Koeffizientenmatrix wie die erweiterte Koeffizientenmatrix jeweils
Rang 2, so dafl das Gleichungssystem stets losbar ist. Folglich schneiden sich
die beiden Ebenen F und FE, fiir jedes o € R.

13. a) Im euklidischen R? betrachten wir die Punkte

1 2 2 1+«
a=\|11, b=(0]), ec=|1], d=[|1—-a];
—1 —1 1 «a

dabei ist o € R ein Parameter.

1
e Mit dem Trégerpunkt t = a = 1 | und den linear unabhingigen
-1
1 1
Richtungsvektoren uy =b—a= | —1 | und us =c—a = | 0 | ergibt
0 2
sich zunéchst fiir die Ebene E durch a, b und ¢ die Parameterdarstellung
1 1 1
E=t+R-uyy+R-up=| 1 | +R- | =1]+R-|{0
-1 0 2
Mit dem Normalenvektor
1 1 -2
ﬂE = U1 X Uy = —1 x |0 = —2
0 2 1
ergibt sich fiir £/ die Gleichung
ugpox =ugot, also —2xy—2xy+ x3=—b.
e Wegen ||ug|| =3 und ug ot < 0 ergibt sich die Hessesche Normalform
—2ZL’1—2ZL’2+JI3+5:O baw. 2.%‘14‘2.7}2—133—5:0.
-3 3
Damit ist der Abstand des Punktes d zur Ebene E
2(1 2(1—a)—a—5 —a—1
i, ) = [FITe) $2lma) —a ‘:‘ @ ‘

3 3



Die Ebene E zerlegt den R? in zwei offene Halbriume, nimlich
Ey={z €R*|Uo(z—1t) <0}

und
E1:{$€R3|ﬁoo((l}—t)>0},

wobei uy der normierte Normalenvektor der Ebene ist. Wegen
- 5 .
uOO(O—t):—§<O ist 0 € Ep;

damit d und der Ursprung auf derselben Seite von E liegen, muf3

—a—1
0‘3 <0 = —a-1<0 < —1<a
gelten.
Esist g =t, + Ruy und h = t;, + Ruy, mit
1 1
tg=a= 1 und Ug=b—a=|-1
-1 0
sowie
2 -1+«
th=c= 11 und u,=d—c= —
1 -1+«

Die beiden Verbindungsgeraden g und h sind genau dann senkrecht
zueinander, wenn die Richtungsvektoren u, und u;, senkrecht zueinander
sind, also wenn

1 -1+«
uglu, <= ugoup,=0 <= | -1]o —« =0 <
0 -1+«

1
— (-l4+a)—(—a)=0 <= 2a=1 <= a=g.

gilt.

Geméf a) gilt mit o = 0 fiir den Abstand des Punktes d von der Ebene FE
die Beziehung d(d, F') > 0, weswegen a, b, ¢, d ein affines Koordinatensystem
des R? bilden. Nach dem Prinzip der affinen Fortsetzung gibt es genau eine
affine Abbildung f : R® — R3, f(z) = A -z + t, mit einer Matrix A € R3*3
und einem Vektor b € R3, fiir die

F@)=0 f®)=e, fl)=e wd f(d)=e

gilt. Fiir die Matrix A € R3**® und den Vektor ¢ € R? ergibt sich zunéchst

A-a+t = fla)=

Abit = fb)=e
A-c+t = fle)=ey
A-d+t = f(d)=es



14.

sowie durch Differenzbildung dann

A-(b—a)=e —0=e¢y, also A-up = ey,
A-(c—a)=ey—0=ey, also A uy = ey,
A-(d—a)=e3—0=es, also A uz = es,

mit u; =b—a, us =c—aund uz = d — a. Mit B = (uy, ug, u3) € GL3(R)
und E3 = (€1, €g, €3) € R**3 erhilt man also

A'BIA‘(Ulyuzaus)I(A'UlaA‘UzaA‘U?,) = (61762763)=E3;

wegen
1 10100 11 0]1 00
(B | E3) = 10001 0] ~[010[110 |~
0 2 1|0 0 1 T\No 2 1]00 1
1 00/0 =10
Slotrolt 1 o0 |=(Bs|BY
II1—-2-11 O 0 1 _2 _2 1
ergibt sich
0 -1 0
A=B1'=11 1 0] eR¥>3
2 -2 1
sowie
0 0 -1 0 1 1
t=0—A-a=|0] =11 1 0o)-|1|=1[-2]¢€er
0 -2 -2 1 -1 5

Wegen A = B~ € GL3(R) ist A invertierbar, folglich ist f eine Affinitét.

Es ist g1 = tl +RU,1 und go :tz —f—RUQ mit

1 1 5 1
ti=12] undu; = |1 sowie to =2 )] und uy = | —1
3 1 2 2

Da die Richtungsvektoren w4, uy linear unabhéngig sind, kénnen die Geraden
g1 und g, nicht parallel sein, und die gemeinsame Lotgerade ¢ der Geraden
g1 und gs besitzt den Richtungsvektor

1 1 3
wxup= 1] x[-1]=1]-1];
1 2 —2

seien 1 und x5 die LotfuBBpunkte auf g; und go. Dabei besitzt z; (als Punkt
von ¢g;) die Gestalt
1 1



mit einem geeigneten 7 € R, wodurch sich fiir die gemeinsame Lotgerade

1 1 3
= +R-u=|2|+7- 1] +R-| -1
3 1 -2

ergibt; folglich erhélt man fiir den Lotfulpunkt x5 die Darstellungen

1 1 3 5 1

2l +r- (1] +x-[=1]=(2]+p [-1

3 1 —2 2 2
P co

mit geeigneten Parametern A, y € R und somit

1 3 -1 T 4
1 -1 1 A =1 0
1 —2 —2 [ —1
Wegen
1 3 —1| 4 1 —2 —2| —1
1 -1 1 0 - 1 =1 1 o | =
1 _2 _2 _1 I 111 1 3 _1 4 II1-1
1 —2 —2] -1 10 4 |1
~lo0o 1 3 1 W lo1 3 |1
05 1| 5 /MM Vo0 —14]0

erhélt man p = 0 sowie A = 1 und 7 = 1, so daf} sich die Lotfufpunkte

2 5
z1=1(3 und To= | 2
4 2

ergeben. Fiir den Abstand der beiden Geraden gilt damit

3
d(gl,gg) = d(l’l,.ilfg) = ||£L’1 — $2H = 1 =V 14.
2
1
Wir konstruieren zwei nicht parallele Geraden g durch o = [ 1] und h
0
0
durch yg = | 1 |, die auf der Verbindungsgeraden ¢ der Punkte zy und yq
1
senkrecht stehen; diese besitzt die Parameterdarstellung
1 —1
{=x0+R-u mit o= |1 und u=yo—x0=1| 0

0 1



Die Vektoren

1 0
ug= 10 und up = [ 1
1 0

sind offensichtlich linear unabhéngig sowie wegen u, ou = 0 und upou =0
zu u orthogonal, so daf} die beiden Geraden

1 1
g=x0+R-u; =11 +R- [0
0 1
und
0 0
h=y+R-u,=[1]+R-|1
1 0

nicht parallel sind und die gemeinsame Lotgerade ¢ mit den Lotfulpunkten
xo und gy besitzen; damit gilt

d(ga h) - d('r()?yO) > 07

so dafl g und h keinen gemeinsamen Punkt besitzen konnen. Fiir den Ab-
stand zwischen g und h ergibt sich

—1
d(Q, h) = d($o,yo) = HZ/O - iCoH = || 0 = \/§
1

15. In der euklidischen Ebene R? sind die Punkte

o= (0) o= ()= () a= () = (3) - ()

gegeben; zu betrachten sind die Bewegungen ¢ : R? — R?, welche die Punktmenge
{a,b,c} auf die Punktmenge {d, e, f} abbilden:




a) Fiir die Seitenlingen des Dreiecks A ergibt sich

L

sntee =te=dt = |(5) - ()| = (5)] =22
()-GOl -]

ferner ergibt sich fiir die Seitenlangen des Dreiecks A’

’)
dist(d,e) = ||d — ]| = H(_41) - G)H - H( )H
)

i) == 11= | (3) = (37)] = )| = v®
amte. )= le=11- | (5) - (7)) - | )] -

Damit gilt fiir eine Bewegung ¢ : R?> — R?, die das Dreieck A mit den
Eckpunkten a, b, ¢ auf das Dreieck A’ mit den Eckpunkten d, e, f abbildet,
aufgrund ihrer Abstandstreue notwendigerweise entweder

(1) gla)=e, g0)=f glc)=d

é

dist(b,c) = ||b—¢|| =

oder
(2)  gla)=d, gb)=Ff glc)=e

Wir weisen nun nach, daf§ beiden Moglichkeiten (1) und (2) realisiert werden.
Da die beiden Richtungsvektoren

ulzb—a:(_gl) und uy=c—a= (g)

linear unabhéngig sind, bilden die Punkte a, b, ¢ ein affines Koordinatensy-
stem; damit existiert aber nach dem Prinzip der affinen Fortsetzung fiir jede
Vorgabe von Punkten o, b/, ¢ € R? genau eine affine Abbildung ¢ : R? — R?,
g(x) =M -z +t, mit

gla)=4d', ¢gb)=0b und g(c)="¢.
Fiir ihre Matrix M € R?*? und ihren Vektor t € R? gilt damit
M-a+t=d, M-b+t=0b und M-c+t=/¢;
zieht man die erste Gleichung von den beiden anderen ab, so erhélt man

M-(b—a)=0—-d ud M-(c—a)=d—d.
S~—— S~——

=ui =uz



Mit den Hilfsmatrizen B = (uy, ug) € GLy(R) und C' = (V' —d/, ¢ —d') € R**?
ergibt sich damit zunéchst

M-B=M-(uj,u3) = (M- -uy, M -ug) = (' —d',d—d)=C,

also

-1
o~ el : 4 (-1 2 1 /2 -2
M=C-B mit B —(3 9 =—<\_3 1)

und dann etwa iiber die erste Gleichung ¢t = @’ — M - a; damit ergibt sich:

e Bei (1)ista =e, ¥/ = fund ¢ =d, also C = (f —e,d —e) € R¥*?
damit zum einen

o (-3 =2\ 1 2 -2\ (0 -1
M=C-B _(—1 2) _8<—3 —1)_(1 0)

und zum anderen

1 0 —1 0 1 1 0
o= ()= () (0)-()-0)- )
Wegen M "M = E, gilt M € O5(R), so da8 g eine Bewegung ist.

e Bei (2)ist =d, ¥/ = fund ¢ = e, also C = (f —d, e — d) € R*?,

damit zum einen

a1 2Y L (2 -2\ (1 0
et (5 5) 5 (5 )60 0)

und zum anderen

—1 1 0 0 -1 0 -1
e () -6 4) () - (3)-0)- ()
Wegen M ™M = E, gilt M € Oy(R), so dafl g eine Bewegung ist.

b) Bei der in a) ermittelten Moglichkeit (1) gilt

_ _ [cosp —sing . _ .
M_D‘p_(singo cosgp) fiir S0_2’

damit ist g eine Drehung mit dem Drehwinkel ¢ = 7, und fiir das Drehzen-
trum 2 € R? gilt

-1
B Lo, (11 0y _1/1 -1\ [0\ _ (-1
ot () ()= 63 6= ()
¢) Bei der in a) ermittelten Moglichkeit (2) gilt

M=8,=("% it 9 fiir o = 0;
v singp —cosy ’



16.

a)

damit ist g eine Gleitspiegelung mit der Spiegelachse s + R - v und dem
Verschiebungsvektor « - u. Da u ein Eigenvektor von M zum Eigenwert 1
ist, konnen wir etwa u = e; mit u- = e, wihlen, und iiber die Zerlegung

t= (_31) =(-1)-u+3-ut

ergibt sich zum einen o = —1 sowie zum anderen s = % cut = (

Zu betrachten ist die affine Abbildung
fR*"=R" f(r)=A-z+0b,
mit der Matrix A € R™"™ und dem Vektor b € R™. Fiir alle z € R" gilt

reFix(f) < f(a)=2 <= A-z+b=1 —
— A zrx—ar=-b << (A—E,) z=-b

r=F,-x
damit stimmt die Menge Fix(f) der Fixpunkte von f mit der Losungsmenge
L des linearen Gleichungssystems
(A—FE,)-x=-b (%)
mit der Koeflizientenmatrix A — E,, € R™" und der rechten Seite —b € R"
iiberein; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:
e Im Falle
Rang (A — E,) < Rang (A — E,, | —b)
ist das lineare Gleichungssystem (x) unlosbar; folglich ist L und damit
Fix(f) leer.
e Im Falle
r = Rang (A — E,,) = Rang (A — E,, | —b)
ist das lineare Gleichungssystem (x) losbar, und mit einer partikuléren
Losung x, von (x) ist dann
L = ZL'p + Lo,

wobei Ly den (n—r)—dimensionalen linearen Lésungsraum des zugehori-
gen homogenen linearen Gleichungssystems

(A—FE,) -x=0

bezeichnet; folglich ist L und damit Fix(f) eine affine Teilmenge (ein
affiner Unterraum) von R™.

b) Esist A =1 genau dann ein Eigenwert der Matrix A, wenn

xa(l)=det(A—-1-E,) =0

ist; so ist A = 1 genau dann kein Eigenwert von A, wenn det (A — E,,) # 0
ist, die Matrix A — E,, also invertierbar ist. Damit ergibt sich fiir alle x € R"”

TEFIX(f) = (A=By)w=—b e v=—(A=FE) b

so daB in diesem Fall f genau den einen Fixpunkt — (A — E,)™" - b besitzt.



