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1. a) Fir einen Eigenwert A € R der Matrix A € R™*" definiert man:

o 1 € R" heifit Figenvektor von A zu A\, wenn x # 0 und A-x = X\ -z gilt;
der Eigenraum von A zu X ist Eig(A;\) = {z € R" | A-x = X\ - z}.

e Die algebraische Vielfachheit von X gibt die Vielfachheit von A als Null-
stelle im charakteristischen Polynom y 4 von A wieder; die geometrische
Vielfachheit von A gibt die Dimension des Eigenraums Eig(A; \) von A
Zu A an.

Der ,,Hauptsatz iiber diagonalisierbare Matrizen“ besagt:

e Eine Matrix A € R™" ist genau dann (reell) diagonalisierbar, wenn
zum einen das charakteristische Polynom x4 von A komplett in (reelle)
Linearfaktoren zerfillt und zum anderen fiir jeden Eigenwert A\ von A
die algebraische und die geometrische Vielfachheit iibereinstimmen.

b) Die in Abhéngigkeit von ¢ € R gegebene Matrix
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A= ¢ 0 0] eR¥>3
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besitzt das charakteristische Polynom

-2 1 0
Xe(A) =det(A.—A-E3) =] c —A 0 =
-1 1 11—\ 3. Spalte
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fiir alle A € R, wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiir ¢ < 0 ist ¢ mit g(A\) = A\* — ¢ > 0 fiir alle A € R eine quadratische
Funktion ohne reelle Nullstelle; damit zerféllt y. nicht vollstdndig in
Linearfaktoren, so da3 A; nicht diagonalisierbar ist.

o Fiir c = 0 ist x¢(\) = (1 — ) - A% fiir alle A € R, so daB Ay = 0 ein
Eigenwert von Ag der algebraischen Vielfachheit ap = 2 ist; wegen
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2.

ist Rang(Ay — Ay - E3) = 2, so dal Ay = 0 die geometrische Vielfachheit
Yo = 3 — 2 = 1 besitzt. Wegen s # 7 ist Ap nicht diagonalisierbar.

e Fiir ¢ > 0 ist
D) = (1= X) - (V= (V) = (1= 2) (A + &) (A~ V)
damit besitzt x. die Nullstellen
A =1 sowie Xo=—vc<0 und M3 =+/c>0.
Demnach besitzt die Matrix A, fiir
M#AN <= 1#£c < 1+#c

drei verschiedene Eigenwerte und ist demnach als 3 x 3—-Matrix diago-
nalisierbar. Fiir ¢ = 1 besitzt die Matrix A; den Eigenwert Ay = A3 =1
der algebraischen Vielfachheit ay = 2 sowie den Eigenwert Ay = —1 der
algebraischen Vielfachheit oy = 1 (und damit auch der geometrischen
Vielfachheit 75 = 1); wegen

1 1 0 “11 0
A =M -FEs=| 1 =10 IIIiItII 0 00
1 1 0o/ ™"\ 0o 0o

ist Rang(A; — Ay - F3) = 1, so daB A\; = 1 auch geometrische Vielfachheit
v1 = 3 — 1 = 2 besitzt. Damit ist die Matrix A; diagonalisierbar.

a) Eine Bilinearform o : V x V' — R auf dem R-Vektorraums V" heifit

o symmetrisch, wenn o(v,w) = o(w,v) fir alle v, w € V gilt;
e positiv definit, wenn o(v,v) > 0 fiir alle v € V mit v # Oy gilt.
In Abhéngigkeit von den Parametern s,¢ € R ist die Matrix

1 -1 1
Agy=-1 s t]eR¥?
1 1 s

mit der zugehorigen Bilinearform
0o RPX R 5 R, oy(n,y) =2A,,y,
zu betrachten; dabei gilt zunéchst
05 symmetrisch <= A;; symmetrisch <= t = 1.

Ferner besitzt die symmetrische Matrix A, ; € R3*3 die drei Hauptminoren

det(1) =1>0 sowie det ( 11 _Sl) =s—1



und
1 -1 1

det(Agy) = |1 s 1} = (s"=1-1)—(s+1+s)=5"—25-3,
1 1 arrus

ist also nach dem Kriterium von Hurwitz genau dann positiv definit, wenn
s—1>0 und 2 —25—3>0

gilt; dies ist wegen
s—=1>0 < s>1

und damit

0<s?—25s—3=(s—3)(s+1) = s-3>0 < s>3

genau fiir s > 3 der Fall. Folglich ist die Bilinearform o, genau dann sym-
metrisch und positiv definit, wenn ¢ = 1 und s > 3 gilt.

Der im euklidischen Vektorraum (R*, o) gegebene Untervektorraum
U={zeR" |21 — 22+ 223— 624 =0}

besitzt (als Losungsraum einer homogenen linearen Gleichung mit den freien
Variablen x5, 23 und z,) die Basis

-2

V] = Vg = und w3 =

O O ==
O = O
—_ o OO

die wir nun dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren unter-
werfen: damit erhalten wir zunéchst

1 1
a =v = (1] mit |lay|| = V2, also by = HallH cap = % (1) ,
0 0
danach
—2 1 —2 1 —1
as = vy — (vg0by) by = ? —\_/—2% (1) = (1) + (1) = }
0 0 0 0 0

mit

1 1 1

asl| = V3, also by = cQy = — ,
o] Tl TV 1
0




und schliellich

as = wv3— (vg0by)-by — (v30by)-by =

6 1 _q
_|of_6 v f1f_=6 11 |_

O] v2 v2(0] V3 V3|l

1 0 0

0 1 1 1
mit
1
1 1 -1
||a3||:\/7’ also by = —— a3 = —
| as|] NG %

Wegen (by, ba, bs) = (v1,v9,v3) ist by, ba, b3 eine Orthonormalbasis von U.

Die gegebene Matrix

(22 1
S==-12 1 2| er®
3\1 2 -2
ist geméaf
(22 1 (22 1 L (900
St.s==-12 1 2|-2(2 1 2|==(09 0] =E;
3\1 2 22f 3\ 1 2 2/ 9\0 09

orthogonal und gemi ST = S auch symmetrisch; damit beschreibt der
Endomorphismus
s:R* - R3 s(z)=28-uz,

die Spiegelung am Eigenraum Eig(S;1) von S zum Eigenwert A = 1; wegen

-2-3 2 1 -5 2 1

1
S—1.Ey=-= 9 1-3 2 ~l2 -2 2| ~
3\ 1 9 923 1 9 —5) el
1 -1 1 1 -1 1 . 10 —1
wl=5 2 1 |"" 0o =3 ¢ 2 01 —2
1 2 _5 IIT-1 O 3 —6 I+11, 111311 0 0 0

ist
dim(Eig(S;1)) =3 — Rang(S —1-FE3) =3 -2 =1,
und der Endomorphismus s ist die Geradenspiegelung an der Geraden

1
Eig(5;1) =R | 2
1



Die gegebene Matrix

1 2 =2 1
D:g 2 1 2| eR>
1 2 2
ist gemaf
1 2 2 1 1 2 =2 1 1 9 00
DT-D:§ =2 1 2)-2(2 1 2] =5{09 0)=F
1 -2 2 1 2 2 009
orthogonal und besitzt die Determinante
1 2 -2 1 1
det(D):?z 1 =2 S;us2—7-((4+4+4)—(1+(—8)+(—8))):1;
1 2 2
damit beschreibt der Endomorphismus
d:R* =R dx)=D-u,
eine Drehung; wegen
1 2—-3 =2 1
D—]_'Egzg 2 1-3 =2 |~
1 2 2-3
-1 -2 1 -1 =21\ ,, /-1 01
w2 —2 2% 0o -6 0] &[0 10
1 o2 1™\ o o "\ g 0o
erhédlt man als Drehachse
1
Eig(S;1)=R- | 0],
1
und fiir den Drehwinkel § von d ergibt sich
24142 5 1
1+ 2cosd = Spur(D) = Sl =, also cosd = —.
3 3 3
Das Matrixprodukt P = S - D € R3**3 mit
1—22112—21 118—4
P:§212-§21—2:§814
1 2 =2 1 2 2 4 —4 -7

ist zunéchst als Produkt der beiden orthogonalen Matrizen .S und D selbst
orthogonal. Damit ist P als orthogonale Matrix genau dann diagonalisierbar,
wenn P symmetrisch ist; dies ist aber wegen PT # P nicht der Fall.



Die im euklidischen Raum R? in Abhingigkeit von @ € R gegebenen Punkte

1 1 2 a
a=\|1}), b=\|2], c=lal|, d=]|1
1 « 1 2

liegen genau dann auf einer gemeinsamen Ebene E, wenn die drei Rich-
tungsvektoren

0 1 a—1
u=b—a= 1 ,uy=c—a=|a—-1]|,u3s=d—a= 0
a—1 0 1

linear abhéngig sind; dies trifft wegen

0 1 a—1
det (ul, uQ,U3) = 1 a—1 0 | =
a—1 0 1
= (040+40)— ((a—1P°+0+1%) =(1-a)*-1

Sarrus
mit
det(ul,UQ,Ug):O — (1-a)P=1+=1l-a=1<+= a=0

genau fiir & = 0 zu. In diesem Fall besitzt die Ebene E den Tragerpunkt a
sowie den Normalenvektor

0 1 -1
u= Uy X Uy = 1 X -1 =1-1
-1 0 -1
und damit die Gleichung
woxr=uoa bzw. — X1 — Ty — X3 = —3;

wegen ||[u| = v/3 und % o a < 0 besitzt E die Hessesche Normalform

—1’1—$2—$3—(—3):0 baw $1+IB2+$3—3:O

V3 V3
Als Abstand des Nullpunkts 0 von der Ebene E ergibt sich damit

0+0+0-3
V3

Da fiir die Wahl o = 1 die vier Punkte a, b, ¢, d gemé8 a) nicht auf ei-
ner gemeinsamen Ebene liegen, bilden sie ein Tetraeder, also ein affines
Koordinatensystem von R3; damit gibt es gem#f dem Prinzip der affinen
Fortsetzung genau eine affine Abbildung

dist(O,E):' ‘:';_;":@

f:R* = R? mit f(a)=0b, fOb)=c, flc)=d, f[f(d) =a.



Fiir die Matrix M € R3*3 sowie den Vektor ¢ € R? von f gilt demnach

M-a+t= f(a)
M-c+t= f(c)

b, M-bat=fb)=c
d, M-d+t=f(d)=a

und durch Differenzbildung damit

M-(b—a)=c—0b, M- -(c—a)=d—-b, M- (d—a)=a-—1b

S—— N—— S~——
=u1 =u2 =u3
wegen
0 1 0
Uy = 1 = €9, U = 0 = €1, Us = 0 — €3
0 0 1

erhalt man

M = M'EgZM'(el,GQ,eg):
= (M-el,M-eg,M-eg):(M~u2,M-u1,M-e3):
0 1 0
= (d—bc—ba—b=[-1 -1 —-1] e¢R¥®
1 0 O
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