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1
45. a) Mit dem Trégerpunkt ¢t = A = [ 0 | und den beiden Richtungsvektoren
-1
0 —1
u =B—A= 1 Junduy=C—-A= 1 | ergibt sich zunéchst fiir
-2 -3
die Ebene durch A, B und C' die Parameterdarstellung
1 0 -1
-1 -2 -3
Mit dem Normalenvektor
0 -1 —1
ﬂE = U1 X Uy = 1 X 1 = 2
-2 -3 1
ergibt sich fiir £ die Gleichung
ugpor=ugot, also —x1 +2xy +13=-2
und wegen ||tg|| = v/6 und U ot < 0 die Hessesche Normalform
—X1 —|—2£L'2+.Z'3—|—2:O bzw. 1'1—21}2—%3—2:0'
/6 V6
Damit ist
0-2-1—(=3)-2 -3 3
d(D, F) = (=) ‘: 1 (2
V6 V6| 2V6

b) Mit dem Tragerpunkt ¢, = D und dem Richtungsvektor vy, = g (da ¢ senk-
recht zu F) ergibt sich fiir die gesuchte Lotgerade die Parameterdarstellung
0 —1
1 |+R-| 2
_g 1

(=t +R-uy =



—A
Fir L = (NE gt L = [ 1+2\ | € /¢ fiir ein geeignetes A € R,
—5+A
wobei wegen L € F gilt

1
—1-(—A)+2-(1+2>\)+1~(—g+>\):—2, also A:—Z

und damit

DO | = =

L =
_u
4

46. Die Ebene £, C R3 mit der Gleichung x + y = 1 besitzt den Normalenvektor

1
iy = | 1] der Lange ||u, || = V12 + 12 + 02 = v/2; damit besitzt F; die Hessesche
0
Normalform
r+y—1 0
\/i )
0
womit sich fiir den Abstand d(0, Ey) des Nullpunkts 0 = | 0 | von E;
0
0+0-1 1
d0,E) =|———| = —=
0.8~ = 75
ergibt. Die Schnittgerade L = E; N Ey ist genau die Losungsmenge des linearen
Gleichungssystems
r + y =1
y + z =1
wodurch sich
0 1
L=t+R-u mit t=11 und u= [ -—1
0 1
0
ergibt. Der Fulpunkt xy des Lotes £ vom Nullpunkt 0 = [ 0 | auf die Gerade L
0
besitzt (als Punkt von L) die Gestalt
A
xo=t+A-u=[1-X
A
fiir ein geeignetes A € R; damit ist
A 0 A
o — 0= 1—A — 0 = 1—A
A 0 A



ein Richtungsvektor der Lotgeraden ¢, der allerdings auf dem Richtungsvektor u
der Geraden L senkrecht stehen mufl. Aus

O=wuo(zg—0)=1-A4+(-1)-(1—=AN)+1-A=—-1+3A

ergibt sich A\ = 1 und damit zy =

3 . Damit ergibt sich fiir den Abstand

QO [0 [ DO | =

d(0, L) des Nullpunkts 0 von der Geraden L

;
d(0,L) = d(0,z0) = [lwo — O = || | 5 ||| =
5
1|} 1 1
=—-[2]]|=5 - VI2+22+12=-V6.
3 |\ 3 3

47. a) Esist gy =t + Ruy und g5 = t2 + Ruy mit

1 1 -1 1
ti=1—-4] undu; =1 1 sowie to= | 4 und uy = | 2
6 —1 6 3

Da die Richtungsvektoren uy, us linear unabhéngig sind, kénnen die Geraden
g1 und go nicht parallel sein. Zudem gibt es unter der Annahme, daf§ sich ¢;
und gs schneiden, Parameter a und § € R mit

1 1 —1 1
A4l 4+a- |1 =14 |14+8-(2],
6 -1 6 3

was zum linearen Gleichungssystem

1 -1 -2
) (g) — [ s
-1 -3 0
fithrt, das jedoch wegen
1 -1 -2 1 -1 —2 1 -1 -2
1 -2 s | "o =1] 10 s 0 —1] 10
1 _3 0 TIT+1 0 _4 _9 IIT—4I1 0 O _42

keine Losung besitzt. Folglich sind ¢g; und g windschief.

b) Die gemeinsame Lotgerade ¢ der Geraden g; und g besitzt den Richtungs-
vektor



seien x; und x5 die LotfuBpunkte auf g; und go. Dabei besitzt z; (als Punkt

von g1) die Gestalt

1 1
Ty = —4 +7- 1
6 -1
mit einem geeigneten 7 € R, wodurch sich fiir die gemeinsame Lotgerade
1 1 bt
l=x1+R-u=|—-4]+7- 1 |+R-|—4
6 -1 1

ergibt; folglich erhélt man fiir den Lotfulpunkt x5 die Darstellungen

1 1 ) —1 1
—Al+7- | T | +A- 4= 4)+p-[2
6 —1 1 6 3
& €0
mit geeigneten Parametern A, p € R und somit
1 5 —1 T —2
1 —4 =21-[AX] =] 8
1 1 -3 " 0
Wegen
1 5 —1| =2 1 5 —-1] =2 )

1 -4 -2 8 |0 -9 =1 10 o
ITI+1 0 6 _4 _2 I+ 111

1 1 =31] 0
1 5 —1]| —2 15 —1]| -2

|l o0 3 2| 21 |™MB" | 03 2] 21

0 -9 —1]| 10 00 —7]| 7

erhélt man gy = —1, A= —1 und 7 = 2, so daf sich

3 -2
r1= | —2 und To=| 2
4 3

ergibt. Fiir die Lotgerade erhélt man damit

3 5
(=|-2]|+R-[-4
4 1

c) Esist
)

d(glag2> = d($1>332) = Hﬂfl - l’zH =



48. Fiir die im R*, versehen mit dem Standardskalarprodukt o, gegebenen Vektoren

1 —1 3 2 1
1 1 —2 3 1
Uy = 1 ) Uy = 2 ) us = —4 ) V1 = 1 ’ Vg = 1
1 3 —6 2 1

werden die (affine) Ebene U = u; + R - ug + R - ug mit dem Tragerpunkt u; und
dem Richtungsraum (us, uz) und die (affine) Gerade V' = v; + R - vy mit dem
Tragerpunkt v; und dem Richtungsraum (vq) betrachtet; ferner ist

W=R-uy+R-uz+R-vy = (ug, uz) + (v)
die Summe der beiden Richtungsrdaume.

a) Das orthogonale Komplement W+ von W = (ug, u3, vo) in R* stimmt mit
dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems B' -z = 0
mit der Hilfsmatrix B = (uy, uz, vo) € R¥3 iiberein; wegen

1 1 2 3 11 2 3
BT=3 -2 -4 —6|"" [0 12 3] =
1 1 1 1 TIT+1 0 2 3 4 I111-2-1
~10 0 0 ~10 0 0
o 1 2 3| ~ [0 1 0 -1
0 0 —1 -2/ "™\ o 0 -1 —2
ist
0
_ |1 A
w=|_5 eR
1

eine Basis von W=,

b) Fiir den Abstand der beiden affinen Teilmengen U und V von R* gilt
dist(U, V') = dist(ug, vo) = ||uo — vol| ,

wobei ug € U und vy € V' die Lotfulpunkte einer gemeinsamen Lotgeraden
¢ von U und V bezeichnen; diese besitzt gemifl a) den Richtungsvektor w.
Als Tragerpunkt kann der Lotfuipunkt ug € U gewihlt werden, der (als
Punkt auf U) die Gestalt

1 -1 3

1 1 -2
Uy = 1 + « 9 +ﬁ 4

1 3 —6



mit geeigneten Parametern «, § € R besitzt, wobei sich dann fiir den Lot-
fuBpunkt vy die beiden Darstellungen

1 ~1 3 0 9 1
] ‘8. 2|, (3], 1
117 2 a7 2 T T |
1 3 —6 1 9 1

et v

mit geeigneten Parametern v, 7 € R ergeben. Wir erhalten das lineare
Gleichungssystem

-1 3 -1 0 Q 1
1 =2 -1 1| |B8]_]2
2 —4 -1 =2 v (0]’
3 —6 -1 1 T 1
welches wegen
-1 3 -1 0|1 -1 3 -1 0 |1
1 -2 -1 1 |2 141 0O 1 -2 1|3 11211
2 —4 -1 =20 | m421, 1v431 0 2 -3 —-21|2 IV—3.1I
3 —6 -1 1 |1 0 3 —4 1 |4
-1 3 -1 0 |1 -1 3 -1 0|1
- 0O 1 -2 1|3 - 0o 1 -2 1|3
0 0 1 —4|—-4 | v—aIn 0 0 1 —-4|-4
0O 0 2 =2|-5 0O 0 0 6|3
die Losung 7 = %, v=-2,0= —%, o= —g besitzt; folglich ist
0 0 0
1 1 1
Uy = (2) und vy = 1 mit ug—vg = 12
- 0 =
und damit dist(U, V) = [Jug — vo|| = 11/6.



