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41. a) Die Ebene E2 = t+ R · u1 + R · u2 mit

t =

 1
1
−1

 sowie u1 =

 1
−1
1

 und u2 =

1
4
1


besitzt wegen

u1 × u2 =

 1
−1
1

×
1

4
1

 =

−5
0
5

 = −5 · ũ mit ũ =

 1
0
−1


den Normalenvektor ũ und damit die Gleichung

E2 : ũ ◦

xy
z

 = ũ ◦ t bzw. x− z = 2.

Die Schnittgerade s der beiden Ebenen E1 und E2 ist damit die Lösungs-
menge des linearen Gleichungssystems

E2 : x − z = 2
E1 : −6x + 4 y − 10 z = −20

und besitzt wegen(
1 0 −1
−6 4 −10

∣∣∣∣ 2
−20

)
II+6I
 

(
1 0 −1
0 4 −16

∣∣∣∣ 2
−8

)
die Parameterdarstellung

h =

 2
−2
0

+ R ·

1
4
1

 .

b) Die Koordinaten xP = 0, yP = 0 und zP = −2 des Punktes P genügen
gemäß

xP − zP = 0− (−2) = 2



der Gleichung der Ebene E2; damit liegt P in der Ebene E2.

Die Gerade g, welche im Punkt P senkrecht auf der Ebene E2 steht, besitzt
nun den Trägerpunkt P und den Richtungsvektor ũ, also die Parameter-
darstellung

g = P + R · ũ =

 0
0
−2

+ R ·

 1
0
−1

 .

c) Der Schnittpunkt S der Geraden g mit der Ebene E1 besitzt (als Punkt von
g) die Gestalt

S =

 0
0
−2

+ λ ·

 1
0
−1

 =

 λ
0

−2− λ


für einen geeigneten Parameter λ ∈ R, wobei wegen S ∈ E1 dann

−6 · λ+ 4 · 0− 10 · (−2− λ) = −20,

also
4 · λ = −40 und damit λ = −10

gilt; folglich ist

S =

−10
0
8

 .

42. Im R3 betrachten wir die Ebene

E =


xy
z

 ∈ R3 | x+ 2 y = −1


und zu gegebenem λ ∈ R die Teilmenge

gλ =


xy
z

 ∈ R3 | x+ y − λ z = −1 und −2x− 3 y + λ z = 1 + λ

 .

a) Die Teilmenge gλ mit λ ∈ R besteht genau aus den Punkten

xy
z

 ∈ R3,

welche den beiden Bedingungen

x+ y − λ z = −1 und −2x− 3 y + λ z = 1 + λ

genügen, ist also die Lösungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems mit der Koeffizientenmatrix

(A | b) =

(
1 1 −λ
−2 −3 λ

∣∣∣∣ −1
1 + λ

)
II+2·I
 

 

(
1 1 −λ
0 −1 −λ

∣∣∣∣ −1
−1 + λ

)
I+II
 

(
1 0 −2λ
0 −1 −λ

∣∣∣∣ −2 + λ
−1 + λ

)
.



Wegen Rang (A | b) = 2 ist die Teilmenge gλ unabhängig von λ ∈ R eindim-
sional, also eine Gerade mit der Gestalt

gλ = xp + L0 = tgλ + R · ugλ =

−2 + λ
1− λ

0

+ R ·

2λ
−λ
1

 .

b) Wir betrachten die beiden Teilmengen von R3

E =


xy
z

 ∈ R3 | x+ 2 y = −1

 und gλ =

−2 + λ
1− λ

0

+ R ·

2λ
−λ
1

 ;

ein gemeinsamer Punkt S von gλ und E besitzt als Punkt von gλ die Para-
meterdarstellung

S =

−2 + λ
1− λ

0

+ µ ·

2λ
−λ
1

 =

−2 + λ+ µ · 2λ
1− λ+ µ · (−λ)

µ


für ein µ ∈ R und genügt als Punkt von E der Ebenengleichung, also

(−2 + λ+ µ · 2λ) + 2 · (1− λ+ µ · (−λ)) = −1 ⇐⇒ λ = 1,

und wir erhalten:

• Für λ 6= 1 sind gλ und E ohne gemeinsamen Punkt.

• Für λ = 1 erfüllt jeder Punkt auf G1 (unabhängig von µ ∈ R) die
Gleichung von E, es ist also G1 ⊆ E und damit G1 ∩ E = G1.

43. Im Raum R4 sind in Abhängigkeit von α ∈ R \ {0} die beiden Ebenen

Eα = t1 + R · u1 + R · u2 und Fα = t2 + R · u3 + R · u4

mit

t1 =


2
2
1
1

, u1 =


2
2
2
0

, u2 =


α
0
α
α

 und t2 =


α
α
0
α

, u3 =


2
1
0
−1

, u4 =


0
1
2
1


gegeben; wegen α 6= 0 könnten für Eα auch die Richtungsvektoren

u′1 =


1
1
1
0

 und u′2 =


1
0
1
1


gewählt werden, so daß Eα eigentlich nicht von α abhängig ist. Die beiden Ebenen
Eα und Fα schneiden sich nun genau dann, wenn Eα ∩ Fα 6= ∅ gilt, es also ein
v ∈ R4 mit v ∈ Eα und v ∈ Fα gibt. Über die Parameterdarstellungen

t1 + λ1 · u1 + λ2 · u2︸ ︷︷ ︸
∈Eα

= v = t2 + λ3 · u3 + λ4 · u4︸ ︷︷ ︸
∈Fα



führt dies zu der Beziehung

λ1 · u1 + λ2 · u2 + λ3 · (−u3) + λ4 · (−u4) = t2 − t1,
also zu dem linearen Gleichungssystem A · x = b mit

A = (u1, u2,−u3,−u4) ∈ R4×4 und b = t2 − t1 ∈ R4;

damit gilt Eα ∩ Fa 6= ∅ genau dann, wenn A · x = b (mindestens) eine Lösung

x =


λ1
λ2
λ3
λ4

 ∈ R4

besitzt. Wegen

(A|b) =


2 α −2 0 α− 2
2 0 −1 −1 α− 2
2 α 0 −2 −1
0 α 1 −1 α− 1

 II−I
 
III−I


2 α −2 0 α− 2
0 −α 1 −1 0
0 0 2 −2 −α + 1
0 α 1 −1 α− 1

  
IV+II

 


2 α −2 0 α− 2
0 −α 1 −1 0
0 0 2 −2 −α + 1
0 0 2 −2 α− 1

  
IV−III


2 α −2 0 α− 2
0 −α 1 −1 0
0 0 2 −2 −α + 1
0 0 0 0 2α− 2


ist das lineare Gleichungssystem A · x = b genau dann lösbar, wenn

Rang(A|b) = Rang(A) = 3,

also 2α− 2 = 0 bzw. α = 1 gilt.

44. a) Wir betrachten für das durch die beiden Parameter a, b ∈ R gegebene lineare
Gleichungssystem

x1 + (2− b)x2 − 2x3 = 1− b
x2 − 2x3 + x4 = a− 1

2x1 − 2 b x2 + x3 − x4 = 3− a− 2 b

die zugehörige erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten 1 2− b −2 0
0 1 −2 1
2 −2b 1 −1

∣∣∣∣∣∣
1− b
a− 1

3− a− 2 b

  
III−2·I

 

 1 2− b −2 0
0 1 −2 1
0 −4 5 −1

∣∣∣∣∣∣
1− b
a− 1
1− a

  
III+4·II

 

 1 2− b −2 0
0 1 −2 1
0 0 −3 3

∣∣∣∣∣∣
1− b
a− 1

3 a− 3

  
(− 1

3)·III

 

 1 2− b −2 0
0 1 −2 1
0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
1− b
a− 1
1− a

 .



Damit ist das lineare Gleichungssystem lösbar, und besitzt in x4 genau eine
freie Variable; folglich ist die Lösungsmenge L eine (affine) Gerade. Für
eine partikuläre Lösung xp des inhomogenen Gleichungssystems (also einen
Trägerpunkt von L) ergibt sich für x4 = a dann

• x3 − x4 = 1− a, also x3 = (1− a) + x4 = 1,

• x2 − 2x3 + x4 = a− 1, also x2 = (a− 1) + 2 x3 − x4 = 1,

• x1 + (2− b)x2 − 2x3 = 1− b, also x1 = (1− b)− (2− b)x2 + 2x3 = 1,

insgesamt damit

xp =
(
1 1 1 a

)>
;

für einen Basisvektor u des Lösungsraums des homogenen Gleichungssy-
stems (also einen Richtungsvektor von L) ergibt sich für x4 = 1 dann

• x3 − x4 = 0, also x3 = x4 = 1,

• x2 − 2x3 + x4 = 0, also x2 = 2x3 − x4 = 1,

• x1 + (2− b)x2 − 2x3 = 0, also x1 = −(2− b)x2 + 2x3 = b,

insgesamt damit

u =
(
b 1 1 1

)>
.

Folglich erhält man

L = xp + R · u =




1
1
1
a

+ λ ·


b
1
1
1

 | λ ∈ R

 .

b) Der Punkt

x =


1
1
1
a

+ λ ·


b
1
1
1

 =


1 + λ b
1 + λ
1 + λ
a+ λ

 ∈ L
für ein λ ∈ R liegt genau dann in der Hyperebene H des R4 mit der Glei-
chung

x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

wenn
(1 + λ b) + (1 + λ) + (1 + λ) + (a+ λ) = 0,

also

(b+ 3)λ+ (3 + a) = 0 bzw. (∗) (b+ 3)λ = − (3 + a)

gilt; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:

• Für b 6= −3 besitzt (∗) genau eine Lösung, nämlich λ = −3+a
b+3

; folglich
ist L ∩H ein Punkt.

• Für b = −3 besitzt (∗) die Gestalt 0 = −(3 + a) und damit

– für a 6= −3 keine Lösung, weswegen dann L ∩H leer ist, sowie

– für a = −3 die Lösungsmenge R, weswegen dann L ⊆ H gilt.


