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21. a) Die gegebene Matrix

11
A=11 0 e R3*3
0 1

— = O

ist als symmetrische Matrix orthogonal diagonalisierbar und besitzt wegen

1—-X 1 0
Xa(A\) =det(A—AE3)=| 1 X 1 | =
O 1 1_)\ Sarrus
= (A1 =X*4+04+0)—(0+(1 =N+ (1-N) =
=(1-N (At X =2)=-(A-DA+1)(A-2)

fiir alle A € R die drei einfachen Eigenwerte Ay = 1, Ay = —1 und A3 = 2.

b) Wegen
0 1 010 1 01
A-ME=11 -1 1] ™ (1 01] ~ {010
0 1 0/ " \ooo/ " \ooo
-1
ist vy = | 0 | ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 1, wegen
1
210 2 10 2 10
A=XE;=(11 1| ~ (0 3 s ;1
012/ "= \o 12/ "™ \oo0o
1
ist v = | —2 | ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = —1, und wegen
1
-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
A—XNE3=| 1 =2 1 | ~ -1 ~ 0 -1 1
0o 1 -1/ "™ \o 1 -1/ \o0o o0 o



1

ist v3 = | 1| ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A3 = 2; fiir die ortho-
1
gonale Matrix
S S .
p— ( U1 U2 U3 ) _ 6@ _\/él \f 603(R)
[orl]” [[oa]] flvs] a0
V2 Ve VB
und der Diagonalmatrix
1 0 0
D= ()\1, )\2, /\3) = 0 -1 0 S R3X3
0 0 2
gilt dann PTAP = D.
22. a) Fir alle A € R gilt
3—X 0 —2

xa(A) = det(A — \E,) =

3—\ -2 4

. (7T—=XN)-| =2 6-X 2

- obatte 4 23—\

7—X —1442\ 0

TN 2 e o
7—\ 0 7—\

N . 1 -2 0
st A\ (7= N2 -2 6-) 2
(7—X) aus III 1 0 1
W (7T=2)?%-((6=X—4+0)—(0+0+4))
= A=73 (A +2);
damit besitzt A den einfachen Eigenwert \; = —2 sowie den dreifachen
Eigenwert Ay = 7.
b) Wegen
5 0 =2 4 10 —4 -1
0 9 0 0] -sIer|0 1 0 0 |ms1
ATME=T 50 8 o o[ 0 =2 4 [ v
4 0 2 5 40 2 5
1 0 -4 -1 1 0 —4 -1 1 001
01 0 0 01 0 0 +21r |0 1 0 O
oard oard oard
0 0 18 9 L 00 2 1 Jwv-om [0 0O 2 1
00 18 9 00 18 9 0000



2
0
1

ist v, = eine Basis von Eig(4; \o) mit ||v1]| = v/9 = 3; damit ist
-2
2
1 110
by = — .y = —
TR
-2

eine Orthonormalbasis von Eig(A; ;). Wegen

-4 0 -2 4 2 01 =2
[0 0 0 0 |m—s5Lv+eI[O O O O
A=ME=| 5 g 1 o o looo oo
4 0 2 —4 000 O
0 —1 1
. 1 0 0] . . .
ist vy = ol =19 [rva= (]| cive Basis von Eig(A4;\y), und
0 0 1
mit dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren ergibt sich zu-
néichst as = vy mit |jaz|| = 1, also by = ay, dann
—1 0 -1
0 1 0
(I3:'U3—('U3062)'b2: 2 —0 O = 2
0 0 0
mit
—1
1 1 0
as|| = V5, also by = -a — ,
ool 'l T V5 | 2
0
und schlief3lich
a, = U4—(U4Ob2)'b2—(1)40b3)'b3
1 0 -1 4
B N Y B O IR A
I Y 0 Vs V5l 2] 5|2
1 0 0 5

mit
V45 1

laa = Y2, also b= ag= —
aq|| = , also = cay =
=3 il T 55

TN O W~

damit ist by, b3, by eine Orthonormalbasis von Eig(A; o).



c) Mit der orthogonalen Matrix

2 g _1 4
3 V5 3vE
0 1 O 0
P — (b17627 b37b4) — 1 O 2 2 S O4(R>
3 V5 35
2 5
-5 0 0 Ve
und der Diagonalmatrix
-2 0 00
o 10 700 Ax4
D_dla’g <)\17)\27)\37)\3) - 0 07 0 eR
0 0 0 7

gilt dann PTAP = D.

23. Die Vektorrdume R?, R? und R* seien jeweils mit dem Standardskalarprodukt o
versehen.

a) Die Matrix A € R**? ist genau dann orthogonal, wenn ihre durch die ge-
stellte Bedingung normierten Spalten aufeinander senkrecht stehen; dies 1483t
sich fiir eine beliebige Vorgabe der ersten Spalte z genau dadurch erreichen,
dafB als zweite Spalte 2 oder —z* gewihlt wird:

1 FENS 1L FUY
E I B NI ) I G R
V2 vz V2 Vi Vi vz V2

S-S

-1 _1 1 1 S S -1 _ 1
V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
S — 4 L 1 1 -1 L

b) Sei A = (aj;)i; € R mit |a;| = = fiir alle 4, j € {1,2,3}. Damit gilt

11 :
ail 12, Qo1 22, G371 A32 < {—g, g} und damit
11
a1 @12 + ag1 Gg + azy asz € {—1,—3, 3,1}

Die ersten beiden Spalten von A stehen damit nicht senkrecht aufeinander,
insbesondere kann A nicht orthogonal sein.

c) Sei A= (a;j);; € O3(R) mit a;y = ag = agz = % und a;s = %; damit bilden

die Spalten sy, s9, s3 sowie die Zeilen zy, 2o, 23 jeweils eine Orthonormalbasis.

Wegen |[|so]| = 1 folgt a3, = § und damit ag, € {—2,2}.

: _ 2 et o2 4 _ 2
Fall 1: az, = —3. \;Vegerll l|z1]] = 1 1st1a13 = 5, also |ays| =5 ugld wegen
|s3]| = 1 ist dann a33 = §, also |ags| = 3; wegen sy Lss gilt 3 a13+3 ass = g,
woraus a3 = % und ag3 = % folgt. Wegen z; Lz gilt %agl = —%, also
ag = —%, und wegen z; | z3 gilt %agl = —%, also az; = —%.

: _ 2 o ieh o2 4 _ 2
Fall 2: az; = 5. Wegen |[[z1]] = 1 ist aj; = 3, also [ai3] = 3, und wegen

. 1 1. . 1 9 4
||S3H =1 1st dann CL%E} = 9 also ’a23| = 35 wegen SQJ_S3 gllt 3 a13+§ o3 = -3,



woraus a3 = —% und as3 = —% folgt. Wegen z; 1z, gilt %agl =

Qa9 = —%, und wegen z; | z3 gilt %agl = %, also az; = %
Damit besitzt A notwendig die Gestalt

4

—3, also

2
3

oder —

QO [NO | =
W N

LD [ =W 1N
wl
QO 10O [ DL |+

W= o

2 2
3 3
eine Probe bestétigt, dal die beiden angegebenen Matrizen auch tatséachlich
orthogonal sind.

d) Die Matrix A € R*** ist genau dann orthogonal, wenn ihre durch die ge-
stellte Bedingung normierten Spalten aufeinander senkrecht stehen; dies 148t
sich genau dadurch erreichen, dafl bei je zwei Spalten zwei Vorzeichen iiber-
einstimmen und zwei Vorzeichen voneinander abweichen, also etwa

1111
2 2 2 2

A S Bt

_ 2 2 2 2
A=11 2 * _1
2 2 2 2

A S T

2 2 2 2

24. Eine Matrix M € R™ " ist genau dann symmetrisch, wenn M T = M gilt, und
genau dann orthogonal, wenn M " - M = E,, (oder gleichwertig M - M" = E,,)
ist.

a) Die Matrizen

(1 0 (01 952
A—(O _1) und B—<1 0>€R

sind (wegen det(A) = —1 und det(B) = —1) invertierbar und symmetrisch,

ihr Produkt
1 0 01 0 1
A-B= (0 —1> ' (1 o) - <—1 o)

ist allerdings nicht symmetrisch.

b) Eine symmetrische Matrix A € R?**? besitzt die Gestalt A = <Z ZC)) mit

Koeffizienten a, b, ¢ € R, und fiir die zu A inverse Matrix gilt dann

1 c —b
Al=— . :
det(A) (—b a ) ’
folglich ist auch A~! symmetrisch.

c) Esist
(CTAC) =CTAT(CT)T = CTAC

folglich ist C'T AC' eine symmetrische Matrix.



d) Esist
(A-BFT(A-B):(BT-ATy(A-B)zsz(AT-A).BATiﬂ;

=B".E,-B=B'".-B=E,;

damit ist auch A - B eine orthogonale Matrix.

e) Esist

damit ist auch A~! eine orthogonale Matrix.

f) Die Matrizen
(10 (10 9%2
A—(O 1) und C’—(O 2>€]R

sind (wegen det(A) = 1 und det(C') = 2) invertierbar; dariiber hinaus ist A
(als Einheitsmatrix) sogar orthogonal, aber die Matrix

Tam (1 0OY (1 0\ (1 0\ (10
¢ AC_(O 2) (O 1) (O 2)_<0 4>
ist etwa wegen det(CTAC) = 4, also det(CT AC) # =41, nicht orthogonal.

Damit sind die Aussagen a) und f) falsch, die Aussagen b) bis e) dagegen richtig.



