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49. a) Die in Abhéngigkeit vom reellen Parameter ¢ € R gegebenen Vektoren

1 0 0
V1 = 5) , Vg = 2 , Us = t E]Rg
1 3 1

sind genau dann eine Basis von R?, wenn die Matrix B; = (v, vy, v3) € R3*3
invertierbar ist; wegen

! Lapl 2t
det(B,) = |5 (L)t ‘ ‘ =23t
1
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ist dies genau fiir det(B,) =2—3¢#0, alsot# 2, der Fall.

b) Fir alle t € R\ {2} sind vy, vs, v3 gem#B a) eine Basis von R?, und nach
dem Prinzip der linearen Fortsetzung gibt es fiir jeden R-Vektorraum W
und jede Vorgabe von wy, we, ws € W genau eine lineare Abbildung

foRP =W mit f(or) = wi, f(v2) =wy und f(vs) = ws;
hier ist speziell W = R3 mit

1 3 1
wi= 1], w=|6], wy=1|2] eR.
1 9 3
Fir t = % gilt v3 = %02; wir ergédnzen die beiden linear unabhéngigen

Vektoren vy, vy durch ein vy € R® mit vy & (v, v9) zu einer Basis vy, vg, v4
von R?, und fiir jedes beliebige wy; € R? gibt es nach dem Prinzip der

linearen Fortsetzung eine (zu wy eindeutig bestimmte) lineare Abbildung
fw, : R — R? mit

foi(vr) = w1, fu,(v2) =wy und - fu, (04) = wy.
Fiir diese gilt ferner
fw4(v3) = fw4(% Uz) = %fw4(112) = %w2 = Ws3;
folglich gibt es in diesem Fall sogar unendlich viele lineare Abbildungen

foRP = R? mit f(o) =wi,  fvg) =wa, [lvs) = ws,



c) Fir t =1 gibt es geméf b) genau eine lineare Abbildung
fRP =R mit f(v)) =wi, f(v2) =ws und f(v3) = ws;

die darstellende Matrix von f beziiglich der Standardbasis e;, es, 3 von R?
ist dabei die Abbildungsmatrix A € R**3 mit f(z) = Az fiir alle z € R3.
Damit ergibt sich

Avy = f(n1) =wy, Awvy = f(vg) =wy und Awvg = f(v3) = ws,

also
A- (01702,03) = (Avl,AUQ,AU?)) = (wl,w2,w3).

Mit By = (v, v9,v3) € GL3(R) gemifl a) und C = (wy, wsy, w3) € R3*3 gilt

also
A-B=C und damit A=C Byl
wegen
1 00[1 00 1001 00
Bi|B)=[521/010|~"[021/-510] ~
1 31/001)"™"\o0o31|-101)m>"
10 0|1 0 0 10 01 0 0Y .
~ (02 1 /=5 1 0] ~ (02 0|8 -2 2 (%
+ —2)III
00 -4 % -3 00 —3[% -3
1001 0 0
~ 010 4 -1 1 |=(B|B"
00 1/-13 3 -2
ergibt sich
131 1 0 0 0 01
A=C-Bi'=|1 6 2 4 —-1 1 |=|-10 2| R
193 —-13 3 -2 -2 0 3

50. Fiir die in Abhéngigkeit vom reellen Parameter @ € R gegebenen Vektoren

1 1 1
v=|1], w=|[2], vs=[3]¢eR?
1 3 a

betrachten wir die Hilfsmatrix B, = (v1, vz, v3) € R3*3 mit

A
TIT—-21I1

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:



Fiir o # 5, also a — 5 # 0, ist Rang(B,) = 3; damit sind die drei Spalten
vy, U2, v3 von By, linear unabhéingig, wegen dim(R3) = 3 also schon eine Basis
von R3. Folglich gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung fiir jeden
R—Vektorraum W und jede Vorgabe von wy, we, w3 € W genau eine lineare

Abbildung
fiRP =W mit f(v) =wi, f(va) =ws und f(vs) = ws;

hier ist speziell W = R? mit

wn() o) o)

fiir jeden reellen Parameter 5 € R.

Fiir a = 5, also o — 5 = 0, ist Rang(Bs) = 2; das homogene lineare Glei-
chungssystem Bj -z = 0 besitzt wegen

1 1 1]0 1 0 =110
(Bs|0)~ {01 2/0 )~ (01 20
0 0 00 - 00 010
1
etwa die nichttriviale Losung x = | —2 | € R3, wodurch sich in
1

1'Ul+(—2)'?}2+1'U3:O

eine Darstellung des Nullvektors als nichttriviale Linearkombination von
U1, U, U3 ergibt. Es ist also v3 = 2wy — vy, und fiir jede lineare Abbildung

[iRP =R mit f(u) =wi, f(v2) =wa, flvg) =w;
ergibt sich damit
w3 = f(v3) = f(2v2 —v1) = 2 f(v2) — f(v1) = 2w2 — wy,

also notwendigerweise

()-2()-()-() e 55

Wir unterscheiden dementsprechend die folgenden Unterfille:
— Fiir 8 # 3 kann es keine lineare Abbildung

foRP = R® mit f(ur) =wi,  fuz) =wa, [flvs) = ws

geben, da die drei Vorgaben einander widersprechen.



— Fiir g = 3 ergénzen wir die beiden linear unabhéngigen Vektoren vy, vy
durch ein vy € R3 mit vy ¢ (vy,vs) zu einer Basis vy, vy, vy von R3;
folglich gibt es fiir jedes beliebige wy; € R? nach dem Prinzip der li-
nearen Fortsetzung eine (zu wy eindeutig bestimmte) lineare Abbildung
fw, : R? — R? mit

Jus(1) = w1, fu,(v2) =we und o, (v4) = wy,

und fiir diese gilt ferner

fui(vs) = fu, (202 —v1) = 2fu, (v2) = fu, (V1) = 2wz — w1 = ws.
Folglich gibt es insgesamt unendlich viele lineare Abbildungen

foRP = R? mit f(u) =wi, flva) =ws, flvs) = ws.

51. a) Wegen
1 -2 3 5 1 -2 3 5\,
A=1-2 4 —3 71" (0o o 3 3|3
3 -6 4 10/ ™" \o 0o -5 —5
1 -2 3 5 1 -2 0 2
wlo o 1 1| %= (0o 0o 11
0 0 —5 —5/ "M \g 0 0 0

ist 7 = Rang(A) = 2 und damit
dimKern(f) =4 —r =2 sowie dim Bild(f) =r = 2;

genauer gilt:

e U = Kern(f) = {zx € R*| f(z) = 0} stimmt mit dem Losungsraum
des homogenen linearen Gleichungssystems A - x = 0 mit den freien
Variablen x5 und x4 iiberein; folglich ist

2 -2
0

Uy =

O O =

eine Basis von U.

o W =Bild(f) = {f(z) | z € R} stimmt mit dem Spaltenraum der Ma-
trix A tiberein; da die erste und dritte Spalte einen Pivot beinhaltet,
bilden die erste und dritte Spalte von A, also

1 3
w=|-2|, w=[-3],
3 4

eine Basis von W.



b) Fiir eine lineare Abbildung ¢ : R* — R?* mit Kern(g) = W und Bild(g) =
miiBte nach der Dimensionsformel

3 = dimR? = dim Kern(g) + dim Bild(g) = dim W + dimU =2 +2 =4
gelten; daher kann es keine derartige lineare Abbildung geben.
52. Fiir eine fest gewihlte invertierbare Matrix M € GLy(R) wird die Abbildung
FRP? SR (X)) = M(X—i—XT),
betrachtet.
a) Fir alle X, Y € R?*? gilt

[(X+Y) = (X+Y)+(X+Y))

M ((

M((X+Y)+(XT+YT)
M(X+XT)+ (¥ +YT)

= M(X+X)+MY +Y")=f(X)+ f(Y);

damit ist f additiv. Fiir alle X € R**? und ) € R gilt

fAX) = MAX+(A-X))
= MA-X+A-XT)
= M\ (X+X))
= A (M(X+XT)) =X f(X);

damit ist f auch homogen, insgesamt also linear.

X

b) Fiir eine Matrix X = (
T3 T4

) € R?*2 gilt

X eKem(f) <= [f(X)=0 <= M(X+X")=0
— X4X'=0 = X'=-X
MeGL2(R)

— (551 333) _ <—371 —-Tz)
To2 T4 —T3 —T4

— Ty = —T1, T3 = —T2, T2 = —T3, Ty = —T4

<~ $1:O,$2:—$3,I4:O
o 0 —I3\ 0 -1 .

= X_(xg ’ )_xg (1 0),

damit gilt

Kern(f) =R - X, mit Xo = (0 _1> ,

und wegen X, # O ist X eine Basis von Kern(f).

U



c) Wir nehmen zum Widerspruch an, es gebe eine Matrix A € R?*? mit
f(X)=A-X fiir alle X € R**%
mit der Matrix Xy € Kern(f) von b) ergibt sich damit
0 = f(Xo) = A- Xo,
wegen Xo € GLy(R) geméaf det(Xy) =1 # 0 also A = O und damit
f(X)=A-X=0-X=0 firalle X eR>?

im Widerspruch zu Kern(f) # R?*2. Folglich kann es keine derartige Matrix
A € R?*? geben.



