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— Losungsvorschlag —
45. Das lineare Gleichungssystem M - x = b mit einer quadratischen Koeffizien-

tenmatrix M € R™™ und der rechten Seite b € R” ist genau dann eindeutig
losbar, wenn M € GL,(R) invertierbar ist; in diesem Fall ist die Losungsmenge
L ={M~!-b} einelementig. Ansonsten ist Rang(M) < n, und M - x = b ist im
Falle Rang(M) < Rang(M|b) unlosbar sowie im Falle Rang(M) = Rang(M|b)
wegen dim L = n — Rang(M) > 1 mehrdeutig losbar.

a) Fiir die in Abh#ngigkeit von a € R gegebene Matrix A, € R*** gilt

a 0 0 1—a a 0 0 11—«
. 1 1 0 0 Spalten 0 1 0 0 Laplace
det(Aa) = 11 -1 0 o |01 —1 0 |1 Spalte
1 1 -1 -1 o1 -1 -1
1 0 0]
= (D" a-|l -1 0= a0 (1-(-1) - (-1) = a,
1 _1 _1 matrix

so daf sich fiir B, = A,A] € R unter Verwendung des Determinanten-
multiplikationssatzes

det(Bgy) = det(A, - Al) = det(Ay,) - det(A]) = (det(A4,))* = o
——
=det(Aa)
ergibt. Damit ist das lineare Gleichungssystem B, - x = b genau dann ein-
deutig 16sbar, wenn det(B,) # 0 ist, also genau im Falle o # 0.

b) Fiir a = 1 besitzt das lineare Gleichungssystem B; - x = b gemif} a) eine
eindeutig bestimmte Losung; dabei gilt

Birx=b<+ (4 A) 2=b
— A1~(A1T~:1:):b — (Al-y:b und A1T~q::y).



Wegen

10 0 0] 3 10 0 0] 3
1 1 0 0 |-—1 1 1 0 0 |—1
(Afp) = 11 -1 0|-2|nim| 11 -1 0|=2]un
11 -1 —1|—4 00 0 —-1]-2
10 0 0] 3 10 0 0] 3
11 0 0 ]-1 01 0 0 |—4
PUNY o ard
00 -1 0|—-1 ]Jux] OO0 -1 0 ]-1
00 0 —-1|-2 00 0 —-1|-2
ist zunéchst
3
v=1 4 € R,
2
und wegen
11 1 113 10 0 017
oy o111 4 01 1 1|4
Al =100 21 —1|1 |[nloo -1 11 [II4 11
00 0 —-1]2 00 0 —-1]2
0o 0|7 10 0 017
0 0 |-3 . 01 0 0 |-=3
-1 —1] 1 m-wv | 00 -1 0 |-—1
O O 0 —-1| 2 00 0 —-1|2
ergibt sich schlielich die Losung
7
=14 e R".
-2

46. Fiir eine Matrix M = (sq1,...,5,) € R™" mit den n Spalten sy,...,s, € R™
bezeichne

SM:<81,...,STL> ng

den von si,...,s, € R™ erzeugte Spaltenraum von M, und damit ist
Rang(M) = dim(Sy).
a) Fir die Matrizen A = (a4, ...,a,) € R™™ und B = (by,...,b,) € R™™ ist
A+ B=(a;+by,...,a, +b,) € R”™"
und wegen

SA+B = <a’1+b17"‘aan+bn>

<a1,...,an,b1,...,bn>
= (al,...,an>+<bl,...,bn>:SA+SB

N



ergibt sich mit der Dimensionsformel fiir Unterrdume

Rang(A + B) = dim(Sa+p) < dim(S4 + Sp) =
= dlm(SA) + dlm(SB) - dim(SA N SB) <
< dim(S4) + dim(Sp) = Rang(A) + Rang(B).

Fir die Matrizen A = (a4, ...,a,) € R™™ und B = (by,...,b,) € R™P ist

AB=A(by,....b)=(A-by,..., A b,) € R™P,

und wegen
A1
A-x=XMN-a1+...+N\,-a, firalle z=1] : | eR"
An
ist
SAB:<A'b1,...,A'bp> g <&1,...,an>:SA
und damit

Rang(A B) = dim(S45) < dim(S4) = Rang(A);
entsprechend erhélt man
Rang(A B) = Rang ((AB)") = Rang (B'A") < Rang (B') = Rang(B),
zusammen also

Rang(A B) < min{Rang(A), Rang(B)} .

47. Die gegebene Abbildung

f : Pol3(R) — Poly(R), asX?®+ asX? + a1 X +ag+— 3asX? +2ayX + ay,

ordnet jedem Polynom

v =a3X> + a; X? + a; X + ag € Pols(R)

mit Grad(v) < 3 das ,,abgeleitete” Polynom

f('U) = 3G3X2 + 20/2X +a; € POlQ(R)

mit Grad(f(v)) < 2 zu; die Abbildung f kann demnach als ,, Ableitung von Po-
lynomen* interpretiert werden.

a) Fir alle

v = a3X3 + CL2X2 + a1 X +ayg, vy= b3X3 + b2X2 + 0 X + by € POlg(R)



48.

a)

gilt
V] + Vg = (a3+bg)X3+ ((I2+b2)X2+ (a1 4+ b1) X + (ag + bo)

und damit

f(vr +v2) =3 (ag +b3) X*+2(az + b)) X + (a1 + by) =
= (3a3X? 4+ 2aX + ar) + (363 X% + 20X + b1) = f(v1) + f(v2);
damit ist f additiv. Fiir alle
v=0a3X+a;X* +a;X +ap € Pol3(R) und AeR
gilt
Moo= Naz) X2+ (Nag) X2+ (Aay) X + (Nag)

und damit

fOv)=30a3) X2 +2(Nag) X + (Aay) =
=X (3asX®+2aX +a1) =X f(v);

damit ist f homogen. Folglich ist f eine lineare Abbildung.

Fiir

v =X+ X2+ X+1 und vy =X?+ X?>+ X + 2 € Pol3(R)
gilt
v F#vy  und  f(o) =3X7+H2X + 1= f(v);
damit ist f nicht injektiv. Fiir jedes
w =0y X? + b X + by € Poly(R)

gibt es

v = %XS+%X2+b0X € Pol3(R)
mit ; )
J0)=3- 3 X242 5 X + b= b:X* + X +by = ws

damit ist f surjektiv.

Zum Nachweis der linearen Unabhéangigkeit der Vektoren vq,...,v, € V
seien Aq,..., A\, € R mit

A1+ ..+ Ay v, =0y
Aus dieser Beziehung erhalten wir mit der Abbildung f : V — W dann
fOq v+ 4+ o) =f(0y),
und wegen der Linearitéit von f ergibt sich
AL f(on) 4o+ A f(vn) = 0w

Da die Vektoren f(vy),..., f(v,) € W nach Voraussetzung linear unabhéngig
sind, folgt Ay = ... =\, = 0; damit sind vy,...,v, € V linear unabhéngig.



b)

Die Kontraposition zu a) lautet
V1, ..., 0, linear abhidngig = f(v1),..., f(v,) linear abhéngig

fir alle vy,...,v, € V. Da diese zur Aussage von a) logisch dquivalent ist,
ist auch sie allgemeingiiltig.

Die Umkehrung von a)
v1,...,0, linear unabhéngig =— f(v1),..., f(v,) linear unabhéngig

fiir alle vy, ..., v, € V ist unter der Voraussetzung, dafl die lineare Abbildung
f 'V — W injektiv ist, giiltig. Zum Nachweis seien Ay, ...\, € R mit

M- flo) + .o+ A f(on) = Ow.
Wegen der Linearitdt von f ergibt sich zunéchst
fOq-vi+... 4+ v) = f(0y)
und wegen der Injektivitdt von f dann
Al v+ Ay v, = 0y

Da die Vektoren vy, ..., v, € V nach Voraussetzung linear unabhéngig sind,
folgt \y = ... =\, = 0; damit sind f(vy),..., f(v,) € W linear unabhingig.



