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41. a) Eine Matrix M € R™" (hier fiir n = 3) ist genau dann invertierbar, wenn
fiir ihre Determinante det(M) # 0 gilt. Wegen

1 1 S
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fiir alle s € R ist
e die Matrix A genau dann invertierbar, wenn s € R\ {—1, 1} gilt, sowie
e diec Matrix B genau dann invertierbar, wenn s € R\ {—1,0, 1} gilt.

b) Fiir s € R\ {—1,0,1} sind geméf a) die beiden Matrizen A und B inver-
tierbar; folglich ist auch ihr Matrixprodukt A - B invertierbar und besitzt
damit vollen Rang. In diesem Fall ist also Rang(A - B) = 3, und fiir die
verbleibenden Félle ergibt sich:

e Fiir s = —1 ist

1 1 -1 1 -1 -1

A-B=10 2 0]-]10 -1 —-1]=
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und damit Rang(A - B) = 1.



e Fiir s =0 ist

110\ (0 0 -1
A-B=[010]-[0o -1 0]-=
001/ \o 0o o0
0 -1 —1 0 -1 —1 01 1
=10 -1 0]~ {00 1]~ (001
(0 o 0o/""\o o o) " \o o0 o0

und damit Rang(A - B) = 2.
o Fiir s =1 ist

1 11 -1 1 -1 0 00
A-B=10 0 0 0 -1 1 |=102020
1 11 1 0 0 000
und damit Rang(A - B) = 0.

42. a) Die in Abhéngigkeit von den Parametern a, b, ¢ € R gegebene Matrix

a 1l b 2
. 0 0 ¢ 3 4x4
Aupe=17 1 1 1| <R
0011
besitzt die Determinante
a 1 b 2 a 1 b 2
0 0 ¢ 3 00 c—3 0
det(Aape) = 111 1jpgs3wv|l 1 1 1
0011 0 0 1 1
. a 1 2
S R
2. Zeile 0 O 1
Laplace oy .y313 o (@ 1 — (e — A (g —
L= (c—3)-(-1) 1 ) 1‘ (c—=3)-(a—1),

und damit gilt
det (Appe) =0 <= —(c—3)-(a—1)=0 <=
= (0—320 oder a—lz()) < (0:3 oder azl).

b) Fiir alle a, b, ¢ € R ergibt sich mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen

a1l b 2 1 111
Ab:OOc3I<3£110011 -1
e 1 1 1 1)luewv]a 1 b 2] m—pll, VeIl
0011 00 ¢ 3
1 10 0 1 1 0 0
- 0 01 1 - 0 O 1 1
a1l 0 2=b]lu—w |0 1—a 0 2—-0])"
0 00 3—c 0 O 0 3—c¢



wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Sei im ersten Fall a # 1, also 1 — a # 0; wegen

1 1 0 0 1 1 0 0
A - 0 0 1 1 — 0 1—-a 0 2-—0
@b 0 1—-a 0 2—=b|uem [0 O 1 1
0 0 0 3—c 0 0 0 3—c

ergibt sich
Rang(Aupe) =3 <= 3—c=0 < c¢=3.

e Sei im zweiten Fall a = 1, also

110 O
001 1
Auve g g 0 2-p]
000 3—c
fiir b # 2, also 2 — b # 0, gilt dann
1 1.0 0 110 0
A 001 1 " 001 1
abe 000 2=b|yaem|0 00 2-b
000 3—c 000 O
und damit Rang(A,p.) = 3, und fiir b = 2 gilt
1 10 0 110 0
001 1 001 1
Aabcw ~
. 000 O nmewv [0 0 0 3—c
000 3—c 000 O
und damit

Rang(Aupe) =3 <= 3—c#0 <= c#3.
Zusammenfassend erhalt man demnach

Rang(Aape) =3 <= (a#1 und ¢=3) oder
(a=1 und b#2) oder
(a=1 und b=2 und c# 3)

43. a) Fiir das gegebene homogene lineare Gleichungssystem

221 + 929 — dx3 + 1224 + x5 = 0
r1 + 4z9 — 2x3 4+ Hay =0
To — r3 + 21‘4 + x5 = 0

T + 51’2 - 3373 + 61‘4 — XI5 = 0



betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten

2 9 -5 12 1 0 14 -2 5 0 0

1 4 -2 5 0 0 L1 29 -5 12 1 0
AO=1091 12 1ol lo1-12 1]o0
15 -3 6 —-1]0 15 -3 6 —-1]0
1 4 -2 5 0 0 1 4 -2 5 0 0
—21 01 -1 2 1 0 V-1 01 -1 2 1 0

~ A

01 -1 2 1 0 01 -1 2 1 0
15 -36 —-1]0 01 -1 1 =110

1 4 -2 5 0 0 1 4 -2 5 0 0

111 01 -1 2 1 0 IV-II 01 —1 2 1 0

> A

00 0O 0 O 0 00 O 0 0 0

01 -1 1 =110 00 0 -1 =210

1 4 -2 5 0 0 14 -2 5 0| 0

&1V 01 -1 2 1 0 IH-\(;I) 01 -1 2 110
00 0 -1 =210 00 0 1 210

00 O 0 0 0 00 0 0010

14 -2 0 —-10] 0 10 2 0 2 0

I-51V 01 -1 0 =3 0 I—4.11 01 -1 0 =30

> >

I-2.1V 00 0 1 2 0 00 0 1 2 0
00 0 0 O 0 00 0 0 O 0

Da es genau zwei freie Unbestimmte, ndmlich x3 und x5, gibt, besitzt der
Losungsraum Ly des homogenen linearen Gleichungssystems die Dimension
dim Ly = 2. Eine Basis u1, us von Lg la83t sich etwa dadurch bestimmen, daf3
man fiir u; zum einen x3 = 1 und z5 = 0 und fiir us zum anderen z3 = 0
und x5 = 1 wéahlt; dadurch ergibt sich

-2 -2
1 3
u =1 1 und up=1| 0
0 -2
0 1

b) Fiir das gegebene inhomogene lineare Gleichungssystem

221 + 929 — dx3 + 1224 + x5 = 3

r1 + 4dz9 — 2x3 4+ Hay =0

To — r3 + 21‘4 + x5 = 3

r1 + S5x9 — 3x3 + 6x4 — x5 = 3
ist der Vektor € R® mit #; = —12, 25 = 3 und z3 = 24 = 25 = 0 wegen
2.(-12) + 93 — 5-0 + 12:0 + 0 = =24 + 27 =3
(-12) + 4-3 — 2-0 + 5-0 = —12 + 12 =0
3 — 0O+ 20 + 0 = 3 =3
(-12) + 53 — 3:0 + 6:0 — 0 = —12 4+ 15 =3



eine spezielle (partikulire) Losung.

c) Die Losungsmenge L eines inhomogenen linearen Gleichungssystems setzt
sich additiv aus einer speziellen (partikuldren) Losung dieses Systems und
dem Losungsraum Lg des zugehdrigen homogenen linearen Gleichungssy-
stems zusammen; damit ergibt sich hier

—12 -2 —2
3 1 3
L=xz+Ly=| 0 |+R-| 1 |+R-| 0
0 0 9
0 0 1

1 =2 3 8 1
A=1-1 3 «a—-3 —-12 und b=10
2 o 6 o? 6

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b); dabei ergibt

sich
1 -2 3 8
Ab)=| -1 3 a—-3 -12 g
9 a 6 &2 6 II1-2.1
1 -2 3 8 1
~l0o 1 o -4 1 2l
0 a+4 0 a2—16| 4 ) Mol
1 0 3+2a 0 3
~ 1 01 o} —4 1
00 —ala+4) ala+4) | —«
a) Fiir « = —3 ergibt sich ferner
10 -3 03
(Ab)~ [ 0 1 =3 -4 1 ?ﬁ
00 3 —=3[3)/) "
100 -3]|6 100 3|6
010 -7|4]~|010-7|4],
003 -3|3/™s\0o01 -1|1
so daf3
6+ 3\
447N
L= x| 1reR
A

die Losungsmenge des Gleichungssystems darstellt.



b) Wir treffen die folgende Fallunterscheidung:
o Fir a € R\ {—4,0} gilt —a(a +4) # 0 und damit

Rang(A|b) = 3 = Rang(A);

folglich ist das Gleichungssystem losbar, und fiir die Dimension des
Losungsraums ergibt sich 4 — Rang(A) = 1.

e Fiir a = —4 ergibt sich

10 -5 013
Ay~ 0 1 —4 —4] 1 |;
00 0 0|4

wegen Rang(Alb) = 3 # 2 = Rang(A) ist das Gleichungssystem nicht
16sbar.
e Fiir a = 0 ergibt sich

103 013
010 —4]1];
000 010

wegen Rang(A|b) = 2 = Rang(A) ist das Gleichungssystem lésbar, und
fiir die Dimension des Losungsraumes ergibt sich 4 — Rang(A) = 2.



