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33. a) Sei A= (vy,vs,v3,v4) € R Wegen

1 4 0 110 1 4 0 110
(A[0) = 0 5 =2 210 1121 0O 5 =2 210 114311
2 -7 3 —4|0]w-a [0 =15 3 —6|0] v+sn
4 1 1 =210 0 -1 1 —-610
14 0 110 14 0 110
05 =2 2|0 111;(/;1 05 =2 210
00 =3 00 wvgstm O O 1 010
00 =5 0]0 00 0 0/0
5,U
ist x = _SM fiir alle p € R Losung des linearen Gleichungssystems
1

A-x =0. Etwa fiir 4 = 5 erhélt man 3-v; + (=2) v +0-v3+5-vg = 0.
Damit sind vy, ve, v3, v4 linear abhéngig.

b) Wegen vy = (—2)-v1 + 2 vy ist V = (v, v9,v3). Mit A’ = (v, v9,v3) € RP?

gilt
1 4 010 14 0|0
e 05 =210 05 =210
(A'0) = 2 =7 3|0 00 110
4 1 110 00 010

Es ist also x = 0 die einzige Losung des linearen Gleichungssystems A’-x = 0;
damit sind vy, v, v3 linear unabhéngig, bilden also eine Basis von V.

Des weiteren gilt:
e Wegen vy = % cvy + g vy ist Vo= (v, v3,v4); wegen dim(V) = 3 ist
damit vy, vs, 1)4 schon eine Basis von V.
o Wegen vy = 2 - v+ (—2) - vy ist V = (v2, 03, v4); wegen dim(V) = 3 ist
damit vy, v3, v4 schon eine Basis von V.

e Da vy, v9, vy linear abhéngig sind, bilden diese Vektoren insbesondere
keine Basis von V.



c¢) Eine Basis von V i}t sich genau dann mit dem Vektor b € R* zu einer Basis
von R* ergiinzen, wenn b ¢ V gilt; insbesondere hiingt dieser Vektor b nicht
davon ab, welche konkrete Basis von V' ergéinzt werden soll.

Wegen
1 4 0 1 |b; 1 4 0 1 by
ey 105 =2 2 by |2 [0 5 -2 2 b
W) =19 7 5 Zalos|wulo =15 3 —6|—2b5 +bs
4 1 1 =2 b 0 =15 1 —6|—4b;+by
1 4 0 1 by
114311 0 5 —2 2 by IV;(;B)
st |0 0 —3 0|—2by +3by + b3 | 1vesin
0 0 =5 0[|—4b;+3by+ by
1 4 0 by
0 5 =2 by

1

2
00 =320 —2by +3by + b
0 0 0 0]2by+6by+5b3—3by

gilt dabei b ¢ V genau dann, wenn 2by + 6 by + 5 b3 — 3 by # 0 ist.

34. Fiir einen Vektor v € V betrachten wir seinen Koordinatenvektor p(v) € R*
beziiglich der Basis by, by, b3, by von V| es ist also

2 0 0 6
-1 1 0 )
p(al) - 0 ) p(a2) = 11 p(CLg) = 1 und p(l‘) - 0
0 1 -1 —4

Fiir die Hilfsmatrix A = (p(a1), p(as),p(az)) € R*™3 und einen Spaltenvektor
2 € R* ergibt sich

2 0 0 21 1 0 0 %21 10 0 %Zl
-1 1 0 |z 11 0 |2 01 0 |2o+iz
(A]2) = - - 2
0 1 1 zZ3 %-I 0 1 1 Z3 II+1 01 1 z3
0 1 -1 Z4 0 1 -1 Z4 01 -1 Z4
10 0 121 100 321
m-n |0 1 0 2+ 321 010 2+ 32
~ 1 ~ 1 )
-1 [0 0 1 |zz3—2z—52 v+ [0 0 1 23— 23 — 521
00 -1 24—22—%,21 0 0 O|lzg+23—22—2

mit dieser Rechnung lassen sich nun alle drei Teilaufgaben bearbeiten.

a) Das homogene lineare Gleichungssystem (A|0), also mit z = 0, ist ohne
freie Variable und besitzt demnach nur die triviale Losung; folglich sind die
Koordinatenvektoren p(a;), p(as), p(as) linear unabhéngig, weswegen auch
die Vektoren ai, as, as linear unabhéngig sind. Gemé&fl der Definition von

U = (a1, as, a3) sind aq, as, az auch ein Erzeugendensystem von U, insgesamt
also eine Basis von U.



35.

b)

a)

Fiir z = p(z) € R?* ergibt sich gemif obiger Rechnung

2 0 06 100|3
11 0|5 01 0[-2

AlreD =1t 1 1o | |00 1|2 |
0 1 —1|-4 0000

damit ist das lineare Gleichungssystem (A|p(x)) losbar, also p(x) eine Linear-
kombination von p(a), p(az), p(as), wobei deren Koeffizienten durch die
Losung gegeben werden. Wegen

p(x) = 3-plar) +(=2) - plaz) + 2 p(as)
ergibt sich entsprechend
r=3-a1+(-2) -ax+2-a3 € (a1,a2,a3) = U,

und x besitzt beziiglich der Basis aq, as, a3 von U die Koordinaten 3, —2, 2.

Die geméB a) linear unabhéngigen Vektoren aj, ag, az konnen mit jedem
Vektor ay € V mit a4 ¢ (ai, as, as) zu einer Basis von V ergénzt werden; dies
ist aber zu p(ay4) ¢ (p(a1), p(az),p(as)) gleichwertig. Gemaf obiger Rechnung
ist also

plag) = z mit 24+ 23 —229— 21 #0

zu wahlen; damit ist etwa p(ay) = e; und damit ay = by geeignet.
Fiir die Vektoren
wy =S - V] + Vg und we =v1 + 1 vy

betrachten wir nun ihre Koordinatenvektoren p(w;) und p(ws) beziiglich der
Basis v; und vy, es ist also

pud=(3)  wd = (j) er

Damit bilden die Vektoren w; und w, genau dann eine Basis des R?, wenn
ihre Koordinatenvektoren p(w;) und p(ws) eine Basis des R? bilden; dies ist
genau dann der Fall, wenn die Matrix

A=@W&MWD=G DGW“

invertierbar ist, also det(A) # 0 gilt. Wegen

bilden die Vektoren w; und wy genau dann eine Basis, wenn s -t — 1 # 0,
also s -t # 1 gilt.
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b)

Sei U = (v,w) der von den beiden Vektoren v und w erzeugte Unterraum
von V'; da v und w als linear unabhéngig vorausgesetzt sind, bilden sie sogar
eine Basis von U. Fiir die Vektoren

r=a-v+p-w und y=pQ - v+a-wel

betrachten wir nun ihre Koordinatenvektoren p(z) und p(y) beziiglich der
Basis v und w, es ist also

s = (5)  wa s = () e

Damit sind die Vektoren z und y genau dann linear abhéngig, wenn ihre
Koordinatenvektoren p(x) und p(y) linear abhéngig sind; dies ist genau dann
der Fall, wenn die Matrix

— _(a B 2x2
A=) s = (5 1) R
nicht invertierbar ist, also det(A) = 0 gilt. Wegen

a B
b «

sind die Vektoren x und y genau dann linear abhéngig, wenn o — 5 = 0, also
a =, oder a4+ =0, also a = —f, gilt.

det(A) = =’ =3 =(a-p)(a+p)

Wegen B3 = 3- B; und By = 2 - By erzeugen bereits By und By den Vektor-
raum W, und es ist W = (By, Bs). Fiir A1, Ay € R folgt aus

1 2 2 3 0 0
R (S Y ()

etwa \; = —2 X und \; = —%)\2, also Ay = Ay = 0; damit sind By und B,
linear unabhéngig und bilden folglich schon eine Basis von W.

Aus B3 = 3+ By und By = 2 B, folgt W = (B;,2 By) = (By, By) bzw.
W = <3 Bl,BQ> = <BQ,Bg> bzw. W = <3 Bl,232> = <Bg,B4> sowie ferner
die lineare Unabhéngigkeit von By, By bzw. By, B3 bzw. Bz, B;. Damit
bilden aber auch By, By bzw. By, B3 bzw. B3, By jeweils eine Basis von W.

Wir wéhlen aus a) die Basis B; und By von W sowie die symmetrische

Matrix C' = (O 1). Fiir alle Matrizen A = (i Z) € U gilt b = ¢, und

10
damit erhalten wir mit A;, Ay, A3 € R aus

A=A\ B+ X -By+X-C

die Beziehung

a b 12 2 3 0 1
b =r (i) G on(10),



also fiir Ay, Ao, A3 das lineare Gleichungssystem

1)\1"‘2)\2"‘0)\3 = a
2 M +3-X+1-X3 = b
20 +3-X+1-X3 = b
3 AN +4-X+0- X3 d
Wegen
1 2 0| a 1 2 0 a
2 31 b 1172-1«,3172-1 0 -1 1 b—2a -
2 3 1| b IV—3.1I 0 -1 1| b—2a IV—2.I1
34 0| ¢ 0 -2 0| ¢c—3a
1 2 0 a 1 2 0 a
0o —1 1 b—2a - 0o -1 1 b—2a
0 O 0 0 mewv | 0 0 =2 ¢e—2b+a
0 0 —=-2| ¢c—2b+a 0 0 0 0

ist das lineare Gleichungssystem eindeutig losbar, und folglich ist A in ein-
deutiger Weise eine Linearkombination von By, By und C'; damit bilden By,
B; und C' eine Basis von U.

Wir wihlen aus b) die Basis By, Ba, C von U sowie die (nicht symmetrische)
0

Matrix D = (0 (1)) Wegen D ¢ U = (By, By, C) sind By, B, C, D linear

unabhiingig in R**? wegen dim (R?*?) = 4 also schon eine Basis von R?*2.



