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29. a) Die Vektoren vy, vo, v3 bilden genau dann eine Basis von R?, wenn die Matrix
A = (v1, v9,v3) € R¥3 invertierbar ist. Wegen
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det(A) = |0
t

—_ - O
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1|l=0+0+0)—-#+1+0)=—"—1
0

ist dies genau fiir t3 # —1, also t # —1, der Fall. Damit gilt M =R\ {-1}.

b) Die Koordinaten des Vektors v € R? beziiglich der Basis vy, v2, v3 sind genau
die Koeffizienten der Losung z € R3 des Gleichungssystems A - x = v; da
nun A invertierbar ist, gilt x = A~ - v mit

=
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Al = A= t =t -1
43 _
Damit erhédlt man wegen
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®c = g1+ (—t3+1) vy + t3+1 - V3 damlt sind t3+1, —E B

vy die Komponenten von

die Koordinaten sowie &~ +1 vy, —
e1 beziiglich der Basis Ul, Vo, V3.
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c) Esistalsot=—-1unddamit A={ 0 —1 1 |.Wegen

1 1 0
1 0 -1 Uy
Aw={ 0 =1 1| w |~
1 1 0 | us *
1 0 -1 Uy 1 0 -1 Uy
w0 =1 1 Us - 0o =1 1 Us
0 1 =1 us4w /™0 0 0| us+u +us

ist das lineare Gleichungssystem A -z = u genau dann losbar, der Vektor u
also genau dann Linearkombination von vy, v9, v3, wenn fiir seine Koeffizi-
enten u; + us + ug = 0 gilt. Folglich ist

Speziell fiir u = 0 ergibt sich

1 0 —=-11]0 1 0 —-110
(A]0) = 0 -1 1 0Ol ~1|0 -1 1 0 |;
-1 1 0 0 0 0 0 0
A
damit ist L = A | A€R ) die Losungsmenge des linearen Gleichungs-
A

systems A - x = 0. Folglich sind
)\'U1+A'Ug+/\'1}3:0

fiir A € R die Darstellungen des Nullvektors als Linearkombination der vy,
V2, V3.

30. a) Sei A= (vi,v2,0v3,v4) € R Wegen
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die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A - x = 0; damit sind
(—3>\)'Ul+/\'U2+/\'U3+O"U4:0

fiir A € R alle Darstellungen des Nullvektors 0 als Linearkombination von
vy, Vs, U3, V4. Insbesondere sind vy, vy, v3, vy linear abhéngig.

b) Fiir A = 1 ergibt sich v3 = 3v; — vy, und damit ist V = (vy,vs,v4). Mit
A" = (vy,v9,v4) € RS gilt
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,o o1 1o 01 110
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36 10 00 00

Esist also x = 0 die einzige Losung des linearen Gleichungssystems A’-x = 0;
damit sind vy, vy, v4 linear unabhéngig. Folglich bilden vy, vy, v4 eine Basis
von V.

c) Fiir B = (vy,v9,v4,b) € R gilt
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damit ist v1, ve, v4, b genau dann eine Basis von R*, wenn
by —bs+by — by #0 bzw. by + bs # by + by
ist.
31. Im reellen Vektorraum

Pol3(R) = {p € Pol(R) | Grad(p) < 3}
= {a3X3 + a2X2 + a1 X + ag | as, as, a1, 0o € R}

aller Polynome p € Pol(R) mit Grad(p) < 3 ist die Teilmenge
U = {p € Pol3(R) | p(1) = 0}
zu betrachten.

a) Der Nachweis, daB8 U ein Untervektorraum von Pols(R) ist, erfolgt iiber das
Unterraumkriterium:



e Fiir das Nullpolynom py € Pol3(R) gilt po(1) = 0; damit ist py € U, also
U #10.

o Fiir alle p, ¢ € U gilt p, g € Pol3(R) mit p(1) = 0 und ¢(1) = 0; damit
ist p 4+ ¢ € Pol3(R) mit

(p+q(1)=p(1)+q(1)=0+0=0,

alsop+qeU.
e Fiir alle p € U und A € R gilt p € Pol3(R) mit p(1) = 0; damit ist
A - p € Pol3(R) mit

(A-p)1)=A-p(1)=A-0=0,
also A-peU.
b) Fiir alle p = a3 X3 + a2 X? + a1 X + a¢ € Pol3(R) mit a3, as, a1, ap € R gilt

pelU < p(1)=0 < a3 -1®+ay-1>+az3-1+ay=0
<< az3tasta;+a=0 <= ay=—(az+ax+a)
= p=a3X’+ X+ a1 X — (a3 +as +ay)
= p=a)(X —1)+a(X?—1) +az(X> - 1);

damit ist U genau die Menge der Linearkombinationen von X — 1, X2 — 1
und X3 — 1, so daB diese Polynome ein Erzeugendensystem von U bilden.
Zum Nachweis ihrer linearen Unabhéingigkeit seien A\;, Ao, A3 € R mit

damit gilt
A X+ X2 0 X — A+ X+ X)) =0,

und der Koeffizientenvergleich liefert A3 = 0 (bei X?), Ay = 0 (bei X?) und
A1 = 0 (bei X). Folglich ist X — 1, X? — 1, X3 — 1 eine Basis von U.

32. a) Wir weisen anhand der Definition nach, daf die Matrizen
10 01 00 00
By = (0 0), By = (O O>’ By = <1 0), Ezzz(o 1)
eine Basis des Matrizenraums R?*? bilden:

G21 QA2
enten aq1, a9, 21, Ao € R und ist damit eine Linearkombination

e Jede Matrix A € R2<2 besitzt die Gestalt A = ! a12> mit Koeffizi-

11 a2
A:<a a =an - By +aig- Big +agr - Boy + agg - Ea
21 22

der Matrizen E'H7 Elg, Egl, EQQ; fOlgllCh sind Ell) Elg, E21, E22 ein
Erzeugendensystem von R2*2



e Seien )\1, )\2, )\3, )\4 € R mit
AMcEi+ X Eio+ A3 By + Ay - Eyy =0

At A2} (0 O
As A)  \0 O
die Nullmatrix, und der Koeffizientenvergleich liefert Ay = 0, Ay = 0,

A3 = 0 und Ay = 0. Folglich sind Eyq, Eis, Fa1, Fas linear unabhéingig.

Vollig analog 148t sich nachweisen, daf§ die entsprechend definierten Matrizen
Ei,....,Ew,,....,En., ..., E,, eine Basis von R™*" fiir m, n € N bilden.

b) Fiir die Matrizen

11 11 10 0 1
w=(a) =) am() a-(0)

damit ist aber

gilt:
e Wegen
Fu = 3 (At Ap+ Ay —240) € (Ay, Ay, Ay, A,
E, = %(A1 + Ay —2 A3+ Ay) € (Ay, Ag, Ag, Ay),
Eyy = % (A1 —2 A5+ Az + Ay) € (Ay, Ag, A3, Ay),
Eyp — %(—2A1+A2+A3+A4) € (A, Ag, Ag, Ay)
gilt

R*? = (E11, Big, Ba1, Eas) C (A1, Ag, As, As),
und damit bilden A;, Ay, As, A, ein Erzeugendensystem von R?*2,
e Seien Aq, A9, A3, Ay € R mit

)\1'A1+>\2'A2+)\3'A3+>\4'A4:0
und damit

I

M+ A +X+M) (00
MAA+M Aa+A3+XN/)  \0 0

der Koeffizientenvergleich liefert
Mt +=M++ =M+ A3+ M=+ A3+ N\ =0,
woraus
MAX+A)+F M +FX+M)+ M +A+2)+ A+ A3+ Ay) =0,
also
3AMF+ A+ A3+M) =0 bzw. A+ A+ A3+ A =0,

und damit Ay =0, A3 =0, Ay = 0 und A\; = 0 folgt. Damit sind A;, As,
As, Ay linear unabhéngig.

Insgesamt bilden also auch A;, Ay, As, A4 eine Basis von R?*2.



