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25. a) Wir weisen anhand des Unterraumkriteriums nach, daf die Teilmengen
U={BeR”?|B'"=B} ud W={BeR**|B'=-B}

Unterrdume des Vektorraums V = R2*2 aller reellen 2 x 2-Matrizen sind:

e Fiir die Nullmatrix 0 € R?*2 gilt 0T =0, also 0 € U; fiir alle B, C € U
sowie A € R gilt BT = B und CT = O, woraus sich

(B+C)' =B"+C"=B+C,
also B 4+ C € U sowie
(A-B)Y'=X-BT =\-B,

also A - B € U ergibt.

e Fiir die Nullmatrix 0 € R?*2 gilt 07 = 0 = —0, also 0 € W; fiir alle B,
C € W sowie A € R gilt B = —B und C'" = —C, woraus sich

(B+0C)' =BT +C7 = (=B)+ (-C) = —(B+0),
also B+ C € W sowie
(A\-B)' =X-B"=X-(-B)=—(A-B),

also A\ - B € W ergibt.
b) Sei A € R?*? eine beliebige 2 x 2-Matrix; fir B = A+ A" € R¥*2 gilt

B =(A+A") =AT+(AT) =AT+A=A+A" =B,
also B=A+ A" € U, und fiir C = A — AT € R?*2 gilt
CT=(A=AT) =AT - (AN =AT—A=—(A-AT) = -,

alsoC=A— AT e W.

c) Wir zeigen
Unw ={0} und U+ W =R>?;



e Esist UNW D {0}; fiir ,C“ sei B € UNW. Wegen B € U ist BT = B,

und wegen B € W ist BT = —B, woraus sich
B=B'"=-B, also 2-B=0,

und damit B = 0 ergibt. Damit ist U N W = {0}.
o Esist U+ W C R?*? fiir ,2% sei A € R**? beliebig. Gemif3 b) ist

A+ AT eU und A—AT e W,

so daf sich
A:%-M+AU+%«A—A36U+W
< ~- PN, ~- .

ergibt. Damit ist U + W = R?*2,

1 2 3 by
26. Seien A = (vq,v9,v3) = o 4 1| € R**? sowie v = b | € R*. Wegen
3
2 1 2 by
1 2 3| by 1 2 3 by
(Afv) = 1 3 1| by 11 0 1 =2 by — by
1 2 4 1| by |m—av—ar| O 0O =51 b3—20b
21 2| by 0 -3 —4| by—2b
1 2 3 by
- 01 -2 by — by -
s | 0O 0 =5 bs — 2b; IV—2IIT
0 0 —10| by+3by—5by
1 2 3 by
01 =2 by — by
00 —5 by —2b;

0 0 O by —2bs +3by — by

ist das lineare Gleichungssystem A - x = v genau dann lésbar, der Vektor v also
genau dann Linearkombination von vy, vy, v3, wenn by — 2 b3 + 3 by — by = 0 gilt.
Damit ist

wegen (—2)—2-3+3-4-4=0

eine Linearkombination der vy, vy, v3, wahrend

wegen 4—-2-34+3-2-1=3#0

=W N =



27.

keine Linearkombination der vy, vq, v3 ist. Zur Ermittlung der Koeffizienten fiir
die Darstellung von u als Linearkombination der vy, vy, v3 betrachten wir das
lineare Gleichungssystem A -z = u: wegen

1 2 3 4 12 3 4
1 31 4 01 =2 0
A =1941] 3 |~|o0 5| -5
2 1 2| =2 00 O 0
-3
istx = | 2 € R? die einzige Losung von A - # = u; damit erhilt man die
1

(eindeutig bestimmte) Linearkombination

u=(=3)-v1+2-v9+1-v3=—-3v; + 20y + vs.

a) Ein Vektor v € R3 liegt genau dann im Durchschnitt U N W der beiden
Unterrdume U = (uq, ug) und W = (wy, we) mit

1 1 1 1
=12, u=11 und wy=|1],w=10 ],
3 0 2 -1

wenn er sowohl Linearkombination von wuq, us als auch Linearkombination
von wy, wy ist, wenn es also Koeffizienten A, Ao € R und pq, 2 € R mit

2\1-u1+A2~u%:v:y1~w1+,u2-w2/

-~

~~
zeU zeW

gibt; dies fiithrt aber zur Beziehung
)\1'U1+/\2'UQ+/L1'(—w1)+M2'(—w2) :0,
also zum linearen Gleichungssystem

A-x2=0 mit A = (uy, uy, —wi, —wy) € R¥*4,

Wegen
11 =1 =110 1 1 -1 —1]0
Ay=(2 1 -1 oo =" o -1 1 20| ~
30 -2 1100/ """ \o -3 1 4]0 "V
1 1 -1 —1]0 11 -1 =110
0 1 -1 —2]0] ~ o1 =1 =210
0 -3 1 4 o)™ \o o0 —2 —2]0
erhélt man die Losungen
)\1 —
)\2 o [0
H1 -«

H2 o



mit a € R, woraus sich

0
(—a) - up+a-upy=v=(—a) w +a-ws, also v=(—a)1],
vV - ~~ - 3

vel veW

ergibt. Damit ist

0
UNnW=R-[1],
0
und wir konnen etwa v = | 1 | wéahlen.
3

Fiir die beiden gegebenen Unterrdume U = (uy,ug) und W = (wy, we) von
R? mit

1 3 4 6
ur =2, u=12 und wy=1|5], wy=1H
3 1 6 4

betrachten wir die beiden Hilfsmatrizen

1 3 4 6
AU = (U,l,UQ) = 2 2 und AW = (wl,wg) = 5 5 € R3X2.
3 1 6 4
Wegen
1 3 bl 1 3 bl
Apb)=(2 2|6 | " [0 —4|by—2b ] ~
3 1|0, m-st \ g _g bs — 3b, 11211

1 3 by
~ 0 —4 b2—2b1
0 0 |b3—2by+ 0Dy

fiir alle b € R? ist also

by
U= b ER3|b1—252+b3:0 ,
bs
und wegen
6 bl 4 6 bl
(Aw | b) = 5 by | %5 [20 204k, |
4 b3 m2 | 5 g 20, 1131

IIT-11

4

5

6
4 by 4 6 by
0 —10|2b5—3b N0 0 [ 2b3—4by+20;



fiir alle b € R3 ist also
W = b ER3|b1—2b2+b3:0 ;

folglich stimmen U und W iiberein.

28. Fiir n € N ist die Matrix J, € R™" gegeben, deren Eintrége alle gleich 1 sind;

es ist also
1 ... 1

Jn=]": D] e R
1 ... 1

a) Fir die beiden n x n-Matrizen A = (a;;);; und B = (bjy);, € R™*" ist das
Produkt A - B = (¢iy)i € R™™ {iber

n

cik:Zaij-bjk fir alle i,k € {1,...,n}

Jj=1

erklirt; speziell fiir A = J,, und B = J,, also a;; = L fir alle 4,j € {1,...,n}
und bj, =1 fiir alle 5,k € {1,...,n}, ergibt sich

Cik:ZI-lzn-P:n fir alle ¢,k € {l,...,n}
j=1

und damit

n ... n 1 ... 1

b) Im R—-Vektorraum R™*" ist der von £, und J, ausgespannte Unterraum
U=(En,, Jo)={XN-E,+p-Jp| \ueR} TR
zu betrachten. Fiir alle A, B € U gibt es also A1, Ao, 1, o € R mit
A=\ -E,+ 1 - Jp und B=X-E,+ s Jp,
und damit ergibt sich
A-B = M-E,+p-Jn)- e Ey+ps-Jy)
= B O But s ) + (i J) - (o B+ ia - )
= (A1 En) - (A2 En) + (M- En) - (2 Jn) +
+ (- Jn) - (Aa- Ep) + (1 Jn) - (p2 - Jn)
= M (E,-E))+Mpo- (Ey-Jy) +
+p1 g - (Jn : En) + p pg - (Jn : Jn)
= MA-EytMpe- Iyt de Jn+ppen- Jy
= &/)\_%-E,ﬂr (A1 g + 1 Ao+ pg pon) - J, € UL

[ 4
-~

eR €R




