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— Losungsvorschlag —
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Fiir alle ¢t € R ist det(A) = 1+ t* > 1, insbesondere also det(A) # 0, und
damit A invertierbar.
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c) Da die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssytems A -x = b inver-
tierbar ist, besitzt dieses genau eine Losung, ndmlich x = A~! - b. Es ist

1 0 t 0
SR S U S B A (R
Cdet(A) T 1+ | -t 0 1 0
-2 0 t 1+ ¢
und damit

0 t 0 *+1 1
e Al L 1+ =2 (1) | | 0 |t
B 12 | -t 0 1 0 o | 7| =t

—t? 0 t 1+t2 2 -1 -1



Mit Hilfe der Cramerschen Regel erhilt man fiir die Komponenten von x
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22. Fiir eine Matrix A € R™"™ mit n > 2 und ihre komplementire Matrix A gilt stets
(%) A-A=det(A) - E, = A A
damit erhélt man:

a) ,=—“: Ist A invertierbar, so gilt det(A) # 0, und aus (*) ergibt sich
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und damit

A <det1(A) 'A) == (detl(A) 'A) A

folglich ist A invertierbar mit

~ 1

Al = - A.
det(A)

,e=" st A invertierbar, so ergibt sich aus (x)

A=E, A= (Z—I-Z) -A:g—l.(g.A> _
= A" (det(A) - B,) = det(A) - (A1 B, ) = det(4) - A

Wiire nun A nicht invertierbar, gélte also det(A) = 0, so wére A schon die
Nullmatrix; damit wére aber auch die komplementére Matrix A die Nullma-
trix, im Widerspruch zu der vorausgesetzten Invertierbarkeit von A. Folglich
muf} in diesem Fall A invertierbar sein.

b) Ist A invertierbar, so folgt aus () unter Verwendung des Determinanten-
multiplikationssatzes

det(A) - det(A) = det(A - A) = det (det(A) - E,) =
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woraus sich wegen det(A) # 0 dann

det(A) = % — (det(A)"".

ergibt. Ist A dagegen nicht invertierbar, so ist geméafl a) auch A nicht inver-
tierbar, und wir erhalten direkt

det(A) = 0= 0" = (det(A4))"".

23. Wir verwenden das Unterraumkriterium, wonach eine Teilmenge U eines Vektor-
raums V' genau dann ein Untervektorraum (linearer Unterraum) von V' ist, wenn
die folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

e Es ist U # (); insbesondere muf Oy € U gelten.
o Fiir alle u, w e U gilt u+w € U.
o Firalleu e Uund A e Rgilt A-u e U.

Fiir die gegebenen Teilmengen im Vektorraum V' = Pol(R) gilt:



e Die Teilmenge
Uy ={f€ePolR) | f=aX’+bX +c mit a, b, ceR}
aller reellen Polynome f mit Grad(f) < 2 enthélt das Nullpolynom
f=0, also f=aX*+bX +c mit a=b=c=0;
ferner gilt fiir alle f und g € U; mit
f=aX?*+bX+c und g=d X’ +VX+/(
mit a, b, c € Rund &, V', ¢ € R sowie A € R zum einen
f+g = (@X?+bX +c¢)+ (d X?+V X +)
= (aX?+d X))+ (bX+VX)+ (c+¢)
= (a+d)X*+(D+V) X+ (c+ )
mit a +a', b+, c+c € R, also f + g € Uy, und zum anderen
Aof = X (aX2+bX+c)
= A (aX?)+X-0X)+A-c
A-a) X2+ N X+(\-¢)

mit A-a, A\-b, A-c € R, also A - f € U;. Damit ist U; ein Unterraum von
Pol(R).

e Die Teilmenge
Uy={f€PolR) | f=aX’+bX mit a, beR}

aller Polynome f mit Grad(f) < 2 und konstantem Glied ¢ = 0 enthilt das
Nullpolynom

f=0, also f=aX?>+bX mit a=0b=0;
ferner gilt fiir alle f und g € Us mit
f=aX*+0bX und g=d X*+V X
mit a, b € R und d’, b’ € R sowie A € R zum einen
f+g = (aX*+bX)+ (d X*+V X)
= @X’+dX*)+(0X+VX)
= (a+d)X*+(b+V)X
mit a +a’, b+ b € R, also f + g € Us, und zum anderen
Af = X (aX?+bX)
= A (aX?)+ X (bX)
Aa)X?+(A-b) X

mit A-a, A-b € R, also \- f € U,. Damit ist Us ein Unterraum von Pol(R).



24.

e Die Teilmenge

a)

Us={f €Pol(R) | f=0 oder Grad(f) > 2}

enthilt neben dem Nullpolynom f = 0 alle Polynome f vom Grad(f) > 2,
insbesondere also auch die beiden Polynome

f=-X*+X und g=X?+1,
wegen
frg=(-X"+X)+(X’+1) =X +1

mit Grad(f 4+ g) = 1 aber nicht deren Summe f + g. Damit ist Us kein
Unterraum von Pol(R).

Die Teilmenge
U4:{f€Pol(R)\f:aX2+bX+c mit a, b, c € R und C#O}

aller Polynome f mit Grad(f) < 2 und konstantem Glied ¢ # 0 enthélt
insbesondere nicht das Nullpolynom f = 0. Damit ist U; kein Unterraum
von Pol(R).

Die Teilmenge M = {A € R**3 | det(A) = 0} ist kein Unterraum von R3*3;
wir weisen dies anhand eines Gegenbeispiels nach: fiir die beiden Matrizen

100 000
Ai=1(0 10 und Ay, = [0 0 0| e R*3
000 00 1

gilt wegen det(A;) = 0 und det(As) = 0 zwar A; € M und Ay € M, fir ihre
Summe

A+ Ay = = Ey € R3S

o O =
o = O
_ o O

ergibt sich wegen det(A; + As) = 1 # 0 jedoch A; + Ay ¢ M; damit ist M
beziiglich 4 nicht abgeschlossen, insbesondere kein Unterraum von R3*3.
Die Teilmenge N = {4 € R¥*® | AT = —A} ist ein Unterraum von R¥*%; wir
weisen dies mit Hilfe des Unterraumkriteriums nach:
e Fiir die Nullmatrix O € R**3 gilt OT = O = —O; damit ist O € N.
o Fiir alle A}, Ay € N ist A;, Ay € R¥3 mit AT = —A; und A) = — Ay,
und fiir A; + Ay € R3*3 ergibt sich

(AL + AT = Al + A = (=A) + (—Ay) = —(AL + Ay);

damit ist A; + A, € N.
o Firalle A € Nund A € Rist A € R mit AT = —A, und fiir
A - A € R33 ergibt sich

A-AT=XAT =) (=A) = —(\- A);
damit ist A\- A € N.



Esist M & N: es gilt ndmlich fiir die Matrix
1 00
A=10 0 0| eR>
000

zum einen det(A) = 0, also A € M, und zum anderen

1 00 -1 0 0
AT=(0 0 0]#[ 0 0 0] =-A4,
0 0O 0O 0 O
also A ¢ N.
Es ist N C M: fiir alle A € N gilt ndmlich A € R3*3 mit AT = —A, woraus
det(A) = det(AT) =det(—A) = (—1)*-det(A) = —det(A)
AeR3x3

und damit 2 - det(A) = 0 bzw. det(A) = 0 folgt; damit ist A € M.



