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17. a) Mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen ergibt sich zunéchst

a a ol 1 00
(M, | By) = a1 1010
a 1 ol 0 0 1
a Qo o 1 0 0
! 0 l—-a 1l—al| -1 1 0
M=\ 1-a o 101
a o o 1 0O O
~ 0 l1—-a 1—a| -1 1 0
Vo 0 a—-1] 0 -11

Damit enthélt die zur gegebenen Matrix M, zeilendquivalente Matrix

o « «
0 1l—a 1—a] eR?>*?
0 0 a—1

fiir « = 0 in der ersten Zeile eine Nullzeile sowie fiir « = 1 in der zweiten und
dritten Zeile jeweils eine Nullzeile und ist damit in diesen Féllen insbesondere
nicht invertierbar; folglich ist aber auch M,, fiir a € {0, 1} nicht invertierbar.

Fir a € R\ {0,1} ergibt sich ferner

o o o 1 0 0
(M, | B5)  ~ 0 l—-a 1—a| -1 1 0
0 0 a—-1[ 0 —-11
1
s (L] 01 0
~ 0L 1) 35 —a71 0
L1111 1
ot 00 1] 0 —-35 33
1 1 1
U 0
~ 01 1 + L 0
111 @ T 1
1 1
01| 0 p (B | M)
I a1 a1 | T sl Ma);
II-I11 00 1 0 —ﬁ ﬁ




damit ist M, invertierbar, und fiir ihre Inverse gilt

—_1 1 0
o , a(a—1) a—1 . %3
Ma :Ma: a1 0 T a1 ER .
0 - 1
a—1 a—1
b) Wegen
a o o«
det (Mo) =l 1 1| = (&’+*+a?) = (o’ +a+a’) =
a 1 o Sarrus
:2a2—a—a3:—a(a2—2a+1):—a(a—1)2

ist die Matrix M, genau dann invertierbar, wenn
det (M,) = —a(a—1)>#0, also acR\{0,1},

gilt, und in diesem Fall ergibt sich

1 N
M = M,
“ det (M,,)
1 +det(My,) —det(M;) +det(Mj)
et (Ma) \ f det(My) — det(My) -+ det(My)
1 a—1 —a(a—1) 0
= —— | —ala—-1) 0 ala—1)
_ — 1)
ala 0 ala—1) —ala—1)
1 1
_oz({x—l) a—1 01
= a1 0 =
0 == &

18. Die gegebene Matrix A, = (a;;);; € R™*" mit

1, fallsi=j+1loderi=75—1,
CLij = ()
,  sonst.

besitzt die Gestalt

0 1 0 0 0
1 0 1 0 :
0 1 0 1
A, = e R™™.
0 0 1 0 0
: 1
O ... ... 0 1 0

Fiir den Induktionsanfang erhalten wir



e fiir ,;n=1“1ist A; = (0), also det(A;) =0, und

O 1), also det(Ay) =0 —1=—1 = (—1)5.

o fiir ,n =2“ist Ay = (1 0

Fiir den Induktionsschritt ,n—1 — n' mit n > 3 erhalten wir ferner mit Hilfe des
Laplaceschen Entwicklungssatzes

01 0 0 0
. 0100 0
10 1 0 1010 0
det(A,) 0 1 0 1 0 1
et n = =
00 1 0 0 0 0
1 Do An—?
00
0 0 1 0
1 10 0
— _1)1+2.1. 0
1. Zeile .
: An—2
0
= (=1 (=DM 1.det(4, o) = —det(A,_»).
1. Spalte

e Ist nun n ungerade, so ist auch n — 2 ungerade, und wir erhalten mit der
Induktionsvoraussetzung

det(A4,) = —det(A,_2) =0.

e Ist nun n gerade, so ist auch n — 2 gerade, und wir erhalten mit der Induk-
tionsvoraussetzung

n—2

det(A4,) = —det(A,_o) = (1) - (=1)"T = (=1)"7 1 = (=1)=.

NE

19. Wir zeigen die Aussage
A(n) : LFiralle z, y € R" gilt:  det (En +x- yT) =14z -y~

fiir alle n € N mit n > 2 mit vollstandiger Induktion; fir x = (z;);, vy = (y;); € R"
ist dabei

I+zyn oy o0 Tiyn
Ty 1+ 20y ... ToYn
E’n—i-w-yT: 2‘1 '22 ' 2‘ c R
Tnl1 Tnlo N

sowie
1—|—a:T'y:1+x1y1+x2y2+...+xnynER.



Fiir ,n = 2“ ergibt sich fiir alle z, y € R? direkt

14+ 211
T2Y1

T1Y2

det (B 297 1+ 22y,

(14 z1y1) - (1 + 22y2) — 21y2 - T2ln

(1 4+ 2191 + XoYo + T1Y1T2Y2) — T1Y1T2Y2

1+x1y1+x2y2:1+xT~y.

Fiir ,n — n 4 1% gilt fiir alle z, y € R™! zunéchst

J/

IT+my xye Z1Yn T1Yn+1
Toth 14 22ys T2Yn T2Yn+1
det (Epsr +a-y') = : : : —
Tl TnY2 L+ 2nyn TpYn+1
Tpt1¥1  Tn1l2 Tpt1Yn 1+ Tnp1Ynta
L+ziy1 my2 T1Yn  T1Ynt1
rayr 1+ 2y ToYn  T2Yni1
= : : : +
TpY1 TnYo L4+ Znyn ZTnYntr
0 0 0 1
=61
L+ziyn 71ye T1Yn T1Ynt1
ray1 1+ 2oy T2Yn ToYnt1
+ : : :
Tnln TnlY2 L+ 20¥n  TulYnir
Tn+1Y1 Tn+1Y2 Tpt1Yn  Tpt1Yntl
=3,
wobei man unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung
IL+zy1 @1y Z1Yn
51 Lapzlace _1>(n+1)+(n+1) 1 $2.y1 I+ :T2y2 xQ.yn
(n 4+ 1)-te Zeile —~ < : :
- Tnln TnlY2 I+ TnYn

IT+xiy1 + 222+ ... + Tl



erhélt; ferner ergibt sich

I+zyr 2wy o0 ZTiWn T1Yngt
Tol1 L+2oy2 ... ToUYn  T2Unt1
6 :anréaus T . . .
2 (n + 1)-ter Zeile ot ) ) ’
TnY1 TnlY2 o 1+ TnYn TnYn+1
n Y2 S Yn Yn+1
1 0 ... 0 0
1 ... 0 0
. Dreiecks-
(:_) Tp+1 - | @ : I ma?rix Tn+1 * Yn+1,
o 0 ... 1 0
Y Y2 -+ Yn Ynp1

wobei in (k) jeweils das x;—fache der (n+ 1)-ten Zeile von der k—ten Zeile fiir alle
ke {1,...,n} abgezogen wird. Zusammen ergibt sich in

det (En+1+x-yT) =14+ + 2202+ ...+ TpYn + Tpi1Yni1 = 1—|—xT-y
) >, LT
=01 =02

die Induktionsbehauptung.
20. Der Nachweis, daf} (M, ) und (N, -) mit
M={AeR" |A-A"=E,} und N={AeR""|det(A)==1}.

Gruppen sind, erfolgt analog zu Satz 2.14 der Vorlesung, wonach (GL,(R), ) eine
(fiir n > 2 nichtabelsche) Gruppe bildet:
e Fiir alle A, B, C' € M gilt:
— Wegen A- A" = E, und B - B" = E, ergibt sich
(A-B)-(A-B)"T=A-B-B" AT=A-A" =E,,
—

—E,

also A - B € M; damit ist - eine innere Verkniipfung auf M.

— Esist (A-B)-C =A-(B-C); damit ist - assoziativ.

— Wegen E,,-E! =FE,-E,=E,ist E, € M, mit A-E, = A=E, - A;
damit ist E, beziiglich - das neutrale Element.

— Wegen A- A" = E, ist A invertierbar mit A=' = AT, und es gilt

A—l . (A—l)T — AT X (A—1>T — (A—l . A)T — E;I' — En;

damit ist A=t € M mit A- At =FE, = A1 A alsoist A~ das zu A
beziiglich - inverse Element.
Damit ist (M, -) eine Gruppe.
e Fiir alle A, B, C € N gilt:



— Wegen det(A) = £1 und det(B) = £1 ergibt sich
det(A- B) = det(A) - det(B) = (£1) - (£1) = £1,

also A- B € N; damit ist - eine innere Verkniipfung auf N.

— Esist (A-B)-C =A-(B-C); damit ist - assoziativ.

— Wegen det(FE,) =1ist F, € N,mit A- E, = A= FE, - A; damit ist £,
beziiglich - das neutrale Element.

— Wegen det(A) = £1 und damit det(A) # 0 ist A invertierbar mit

~det(A)  £1

damit ist A~ € Nmit A- At =F, = A7!1. A also ist A~! das zu A
beziiglich - inverse Element.

det(A™1) +1;

Damit ist (N, -) eine Gruppe.
Wir zeigen nun noch die beiden echten Inklusionen M C N und N C GL,(R):

o Fiir alle A € M gilt A- AT = E,, woraus mit dem Determinantenmultipli-
kationssatz

1 =det(E,) =det(A-A") =det(A) - det(A") = (det(A))?
——
=det(A)
und damit det(A) = £1, also A € N, folgt; damit ist M C N. Fiir die Matrix

A=diag(2,1,1,...,1) e R™"
gilt zum einen

det(A)=2-2-1-...-1=1, also AeN,
und zum anderen

A-AT:diag(4,i,1,...,1)7éEn, also A ¢ M,

damit ist M C N.

e Fiir alle A € N gilt det(A) = £1, so daBB A wegen det(A) # 0 invertierbar
ist, es gilt also A € GL,(R); damit ist N C GL,(R). Fiir die Matrix

A = diag(2,1,1,...,1) e R™"
gilt det(A) =2-1""! = 2 und damit zum einen
det(A) # 0, also A e GL,(R),

und zum anderen

det(A) # 1, also A ¢ N,
damit ist N C GL,(R).



