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13. a) Mit Hilfe der Regel von Sarrus erhalten wir
3
6l =
8
2:.6-7+3-4-8)—(2-4-8+1-6-843-5-7)=
= (40 + 84 4+ 96) — (64 + 48 + 105) =220 — 217 =3

sowie mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen
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det(C) = 1 01 0/ om [0 7 1 1| m-m
00 01 00 01
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00 01



b) Mit Hilfe des Determinantenmultiplikationssatzes sowie der Rechenregeln
fiir die Determinante ergibt sich ferner

o det(14) = (1) det(A) = L-3=1,
o det(B7!BT) =det(B™1) -det(B") =
o det(CBC™!) = det(C) - det(B) - det(C

det(B) -96 =1 und

pene)
1) (C) det(B) . ﬁ(c) =

= det(C) - det det(B):det(B)—%.
14. a) Wegen
t+3 -1 1 t+3 -1 1
det(A) =| 5 t=3 1| = |-t+2 t=2 0 -
6 6 t+4 | 6 —6 tyaf TP
t+3 -1 1 t+3 -1 1
—(t-2)|-1 1 0| = (t-2-/-1 1 0 -
6 G 44| Mol 0 0 ¢4 4| GO
t+3 -1 1
—(t—2)-(t+4)-| -1 1 0 = (t—2)-(t+4) (t+2)
0 0 1 Sarrus

ist die Matrix A, genau fir alle t € R\{ —4,—2,2} invertierbar und in diesen

1
Fallen ist det(A, ") = 5y = eormo ey

b) Fiir ¢t =1 ist geméf a) die Matrix A; invertierbar und es ist det(A4;) = —15
sowie det(A;!) = m = — . Fiir jede Matrix B bzw. C' € R¥* gilt nach
dem Determinantenmultiplikationsatz

det (B') = (det(B))"” >0 bzw. det (C') = (det(C))" > 0;

damit kénnen wegen det(A4;) = —15 < 0 und det(A;") = —& < 0 keine

Matrizen B bzw. C € R**® mit B1® = A} bzw. C'% = A[! existieren.

15. a) Zunichst besitzt das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 wegen

1 2 3]0 11 1]0
(Alo)=[ 45 6/0 ] » | 45 60 EIJ-if
1110/ " 1 2 30 B

1110 10 =10

~lo12(0l =101 210

o1 2/0/™"\oo o0lo

genau die Losungen € R3 mit 23 = A € R beliebig sowie
e 1o +2x3=0,also r9 = —2x3 = -2\, und
o v —x3=0,also r; = x3 =\,

folglich also die Losungsmenge

A
Ly = —2A]|AeR
A



Fiir eine Matrix B = (s1, $2, s3) € R3*3 mit den Spalten s, so, s3 € R? gilt

demnach
AB=0 <= A(si,s2,s3) =1(0,0,0)

< (Asy, Asy, Asz) = (0,0,0)

<— As; =0 und Asy =0 und As3 =0

< 1€ Ly und s9 € Ly und s3 € Ly
o g gl

<~ B=|[-2a -2 —-2v| mit o, 5, vyE€R.
o p Y

b) Jede Matrix B € R¥*® mit AB = O besitzt gemif a) die Gestalt

o 5 v
B=|-2a -2 -2y
o gy
mit «, 3, v € R; damit gilt
« 6] 7y 12 3
BA = [ -2a —28 —2v]-(4 5 6
a B 9 111
a+48+ 2a0+58+7 Ja+68+7
= | 2a-88—-2y —-4a—-108—-27y —6a—120—27y
a+45+7 20+58+7 Ja+68+7y
a+48+7y 20+58+7y Ja+608+7
= | 2(a+48+7) —2Qa+58+7v) —2Ba+68+7)
a+46+7y 2a+58+7 3a+606+7
mit
() a+4p+~y = 0
BA=0 <= (II) 2a+56+y = 0
(IlI) 3a+65+~y = 0
1 41 « 0
— 2 5 1|1 =10],
3 6 1 vy 0
und wegen
1
L L O A R L e A AL
2 5 1|0 0 -3 —1]0 A -3 =110
36 1/0) """ \o -6 —2(0/"™\0o 0o o]0
kénnen wir etwa
« 1 1 -1 3
gl=1-1 mit B=|-2 2 —6|cR¥®\ {0}
5 3 1 -1 3

wahlen.



16. a) Esist

apj; — A a2

p(A) = o1 Gy — )\‘ = (a11 — A) (a2 — A) —arzag; =
= Q11 Q22 — A11 A — /\CLQQ + )\2 — Q12 A91 — )\2 - (CLH + a22) - A + det(A)

fiir alle X € R.

b) Esist
2
A2 = (@1 G2 aj; a2\ ajp +a12a21 11 Q12 + Q12 G22
— . = 2
Qo1 A2 Qo1 Q22 Qo1 Q11 + G2 G21 Q21 Q12 1 Q59
und damit

A2 — (a11 + agg) A+ det(A) -F=

2

- aiy + a1z agq a1 a1z + a1z G99

— ) —
11 Q21 + G21 G2 Q12 Q21 + A5

2
aj; + a1 aza ai1 Q12 + @12 Q92
- 2
a11 @21 + Q21 Qoo Q11 A2 + A5y

a11 Gz — Q12 G21 0 00
— = = 0.
( 0 ai Gga — a1z a21> (0 0)

c) Die quadratische Funktion
p:R—=R, plx)=2a"— (a11 + a) r + (a1102 — a12021) ,
besitzt die Diskriminante
A = (a1 + a22)2 — 4 (a11a9 — a12a21)

und damit keine bzw. eine bzw. zwei Nullstellen, wenn A < 0 bzw. A =0
bzw. A > 0 ist; wir geben moglichst einfache Beispiele an:

e Fiir A = (_01 (1)) ist p(A\) = A\? + 1; damit besitzt p keine Nullstelle.

e Fiir A= (é (1)) ist p(A) = A —=2X+1 = (A—1)? damit besitzt p die

doppelte Nullstelle A; o = 1.

0 —1
die beiden einfachen Nullstellen Ay = 1 und Ay = —1.

e Fir A= (1 0 > ist p(A\) = A2 =1 = (A — 1)(\ + 1); damit besitzt p

d) Fiir eine symmetrische Matrix A ist ajo = as;. Damit gilt fiir die Diskrimi-
nante A von p

A = (—(a1, + a22))2 -4 (an Q22 — G%g) =
= CL%l —+ 2(1,11 Q99 + CL§2 — 4@11 a9o + 4@%2 =

2 2 2 2 2.



wegen A > 0 besitzt p mindestens eine Nullstelle.

p besitzt genau dann eine doppelte Nullstelle, wenn A = 0 gilt; dies ist aber
genau dann der Fall, wenn a;; = ass und a5 = 0 gilt. Fiir eine symmetrische
Matrix A besitzt demnach p genau dann eine doppelte Nullstelle, wenn
A = ay; - Ey ist.



